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摘要 : 采用转移矩阵和数值计算相结合的方法求解含时 SchrÊdinger 方程 ,计算了电子在双势垒结构中的构建时

间和隧穿寿命.结果表明 :构建时间和隧穿寿命对于描述电子隧穿时间特性同等重要.通过研究隧穿时间对结构参

数的依赖情况发现 ,隧穿寿命随阱宽和垒厚的增加而迅速增大.
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1　引言

Esaki和 Zhu 最早在上个世纪 70 年代研究了

通过半导体超晶格结构的共振隧穿问题 ,预言了负

微分电阻现象[1 ] . 随后这一现象在实验上得到证

实[2 ] ,并且被公认为是构成一系列高速和高频电子

器件的基础.在过去近三十年的时间 ,许多研究人员

对这一问题进行了研究[1～14 ] ,理论和实验都揭示了

一些有意义的静态性质 ,像负微分电阻[1～10 ]、电流

双稳[ 11 ]和声子辅助隧穿[12～14 ]等.与此同时 ,有关这

一问题的动力学方面解释还不全面 ,尤其像电子从

超晶格结构中的逃逸时间问题对器件的开关时间起

着决定性的作用 ,对这一问题的研究将对全面了解

电子输运过程有很大的帮助.

Tsuchiya等人[15 ]在 1987年首次测量了电子通

过 AlAs2GaAs2AlAs双势垒结构的逃逸时间 ,他们

利用条纹相机 ( st reak camera system)观测了光致

发光强度随时间的衰减情况.发现在窄垒情况下 ,电

子隧穿时间对温度的依赖很弱 ,而且隧穿时间随垒

厚的增加而指数增加.解决这一问题的理论方法主

要包括波包散射法[ 16～20 ]、Feyman 路径积分[21 ]和

Larmor时钟法[21 ]等. Guo 等人[16 ]较早地利用波包

散射理论讨论了隧穿时间问题 ,计算了构建时间

(build2up time)和衰减时间 ( decay time) ,他们指

出 :简单利用衰减时间来确定时间性质是不合理的.

Kim等人[18 ]也给出了一种计算隧穿寿命的分析方

法 ,然而他们的方法只适用于方型量子阱结构 ,并且

没有详尽地讨论结构参数的影响. 最近一些学

者[22 ,23 ]利用束缚能级的宽度和衰减时间之间的关

系 ,讨论了能级宽度受结构参数和外场的影响 ,但计

算方法略显简单 ,无法对隧穿时间给出全面的描述.

本文在波包散射理论的基础上 ,给出了一种求

解含时 SchrÊdinger 方程的数值方法 ,利用转移矩

阵和 Runge2Kutta (R K)法相结合求得含时波函数.

研究发现这种方法较传统的转移矩阵法[ 1 ,3 ]在求解

波函数时更简单 ,并且能够讨论任意形状势垒结构

的隧穿问题.我们曾经在以前的工作中利用该方法

讨论了抛物量子阱结构的共振隧穿 ,得到了有意义

的结果[ 8～10 ] ,也计算了电子通过双势垒结构的构建

时间和隧穿寿命.结果发现 :利用构建时间和隧穿寿

命共同描述电子隧穿时间特性更合理.通过对隧穿

寿命的讨论发现 ,电子通过双势垒结构的隧穿寿命

对结构参数有很强的依赖关系 ,隧穿寿命随阱宽和
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垒厚的增加而迅速增大.

2　理论模型

对于阱宽 W、两个垒厚分别为 L 1 , L 2 的双势垒

结构 ,电子满足的含时 SchrÊdinger方程为 :
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其中　m ( z)和 U ( z)分别是随空间变化的电子有效

质量和势函数 ; F为沿晶格增长方向的外加电场强

度.由于电子横向动量守恒 ,包络函数Φ( r
_

, t)可以

表示成
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其中　k
_
∥ = ( kx , k y ) ;ρ

_
= ( x , y)分别是电子在平行

界面方向的横向波矢和坐标.采用分离变量 ,ψ( z , t)

分成

ψ( z , t) =φ( z) T ( t) (3)

　　将 (2)式和 (3)式代入方程 (1)中 ,可以得到
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其中　Ez 为电子在 z 方向的能量.电子在 t时刻含

时波函数可以通过对与时间无关的本征函数φ( z)

展开得到

ψ( z , t) =∫
∞

0
e - (i/ ∂) Ek t C ( k)φk ( z) dk (6)

其中 　e - (i/ ∂) Ek t项反映了波函数随时间的演化 ; Ek

为电子的初始动能.

作为方程 (5)的解 ,φ( z)可以结合转移矩阵和

数值计算得到.我们将结构分成三个区 ,在 1区 ( z <

a)和 3区 ( z > b)势函数分别为常数 , 2 区可以为任

意垒区 ( a≤x ≤b) ,本文仅讨论双势垒方型量子阱

结构.

我们定义三个区的定态电子波函数φ( z)分别

为 :

φ1 ( z) = A 1 eik1 z + B1 e - ik1 z (7)

φ2 ( z) = A 2 f ( z) + B2 g ( z) (8)

φ3 ( z) = A 3 eik3 z (9)

其中

ki =
1
∂

2 m 3 ( z) ( Ez - U ( z) + eFz )

( i = 1 ,2 ,3) 　　　(10)

　　利用连续性条件 , (7)～ (9)式中的振幅满足 :
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　　利用 (11)和 (12)式很容易得到 A 1 , B1 , A 2 , B2 ,

A 3 各个系数.

另外 ,我们用 y来代替 (5)式中 f ( z)和 g ( z) ,

代入 SchrÊdinger方程得到 :

x′= -
2
∂2 [ Ez - U ( z) + eFz ] y

y′= m ( z) x ( z)

(14)

　　方程 (14)的数值解可以利用 R K法得到.

另外 (6)式中 Fourier展开系数 C( k)满足 :

C( k) =∫
∞

- ∞
φ
～

k ( z)ψ( z ,0) d z (15)

其中　ψ( z ,0)是 t = 0 时刻的包络函数 ,将ψ( z , 0)

定义成 Gaussian波包 ,

ψ( z ,0) =
1

4
πσ2

exp -
( z - z0 ) 2

2σ2
+ i k0 z (16)

其中　z0 代表初始时刻波包的平均位置 ;σ是初始

波包的标准偏差.
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由 (16)式 ,可知当 z > a时 ,ψ( z , 0) = 0 ,所以 C

( k) 可以简化成 :

C( k) =∫
a

- ∞
( A 1 e - ikz + B1 eikz )ψ( z ,0) d z (17)

　　将 (16)式代入 (17)式 ,可以得到展开系数 C( k)

的解析形式 :

C( k) =
σ
π1/ 4 [e - i ( k- k0 ) z0 e - ( k- k0 ) 2σ2 / 2 +

ei ( k+ k0 ) z0 B1 e - ( k+ k0 ) 2σ2 / 2 ] (18)

3　结果与讨论

我们选择 Al0. 4 Ga0. 6 As2GaAs2Al0. 4 Ga0. 6 As 材

料构成的双势垒结构进行了计算.材料对应的势垒

高度和电子有效质量作为 Al组分的函数满足 :

U0 =
0175 x , 　0 ≤ x ≤0145

0175 x + 0169 ( x - 0145) 2 , 0145 ≤ x ≤1

(19)

m 3 ( z) = 01067 + 01083 x , 　0 ≤ x ≤1 (20)

　　图 1给出了波函数振幅|ψ( z , t) | 2 随时间的演

化情况.双势垒结构由两个 5nm 的垒和一个 5nm

的方型量子阱构成.从图中可以看到 ,|ψ( z , t) | 2 在

初始时刻是非对称的 ,随着时间推移 ,波函数振幅从

非对称过渡到对称 ;并且还可以看到峰值随时间增

加而增大 ,达到极值后指数衰减.这说明电子在隧穿

双势垒结构时 ,由于相干效应在阱中有明显的聚集

过程 ,达到最大值后 ,再从阱中逃逸出去.

图 1　波函数振幅随时间的演化

Fig. 1　Temporal evolution of the wave function based

on time2dependent SchrÊdinger equation

如果考虑电子可能被陷在量子阱中 ,那么电子

在阱区和两势垒区出现的几率可以表示为 :

P( t) =∫
b

a
d z | ψ( z , t) | 2 (21)

P( t)给出了电子出现几率对时间的依赖关系.

我们仍然选择前面用到的双势垒结构 ,计算了

电子在阱区和两势垒区出现的几率 P ( t)随时间的

变化关系 ,如图 2 所示.从图中可以看到 ,几率随时

间先增加 ,经过一段时间 t后 ,达到极大值 ,然后指

数衰减 ,这一结果与 Guo 和 Kim 的结论是一致

的[16 ,18 ] .对于曲线中的衰减部分可以利用公式

P( t) = Pe - t/τ (22)

进行拟合 ,其中 P为任意合适的值 ,τ为隧穿寿命.

根据文献[16 ] , tb 是波包通过第一个垒后 ,电子在阱

内几率密度达到最大值所需要的时间 , Guo 等人将

其定义为构建时间.图 2 中得到的构建时间和隧穿

寿命分别为 0148p s和 7119p s ,比较可以发现 ,构建

时间较短 ,在描述时间特性时 ,一般可以忽略.我们

也计算了其他结构的隧穿时间 ,发现对于双势垒结

构尺寸比较小时 ,构建时间和隧穿寿命相差不大 ,甚

至比隧穿寿命要长.为了简化起见 ,具体结果这里不

再赘述.这说明 ,利用构建时间和隧穿寿命共同描述

电子隧穿时间特性是更合理的.

图 2　电子在量子阱和两势垒结构中出现的几率随时间的变

化关系

Fig. 2　Probability of finding the elect ron in the well

and both barriers , P ( t) , as a function of time for a

double barriers st ructure.

图 3给出了隧穿寿命随阱宽的变化关系 ,其中

固定双势垒结构的垒厚为 5nm ,垒高 300meV.从图

中可以看到 ,隧穿寿命随阱宽的增加而迅速增加.结

果是很好理解的 :当阱宽增加时 ,量子阱对电子的束

缚增强 ,电子局域在阱内的时间变长 ,因而使得电子

隧穿寿命增加.为了和实验比较 ,我们也讨论了隧穿

寿命随垒厚的变化关系 ,同样固定阱宽 5nm ,垒高
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300meV.图 4清晰地表明 ,电子隧穿寿命随垒厚的

增加而指数级增加.结果容易理解 :由于两势垒厚度

增加 ,增强了电子在阱内的相干性 ,阻碍电子从阱中

向外逃逸 ,所以导致隧穿寿命变长.这一结果与实验

符合得很好[15 ] .

图 3　电子通过双势垒结构隧穿寿命随阱宽的变化关系

Fig. 3　Tunneling lifetimes through the double barri2
ers st ructure as the functions of the well width

图 4　电子通过双势垒结构隧穿寿命随垒厚的变化关系

Fig. 4 　Tunneling lifetimes through the double barri2
ers st ructure as the functions of the barrier thickness

4　结论

本文给出一种简单数值求解含时 SchrÊdinger

方程的方法 ,给出了含时波函数随时间的演化情况 ,

利用波包散射理论计算了电子隧穿双势垒结构的时

间.讨论了隧穿寿命对阱宽和垒厚的依赖关系 ,从所

得结果看到 ,隧穿寿命随阱宽和垒厚的增加而迅速

增加 ,说明隧穿时间对势垒结构尺寸是非常依赖的.

另外 ,我们的方法对计算抛物量子阱结构也是适用

的.外场、空间电荷效应等一些问题对共振隧穿有较

强的影响 ,尤其空间电荷效应将影响到电子在阱内

的聚集过程 ,可能与构建时间和隧穿寿命的影响有

较大的不同.这些问题在进一步的研究中.
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Abstract : The time2dependent SchrÊdinger equation is numerically solved by the combing transfer matrix and the Runge2Kutta

method. The temporal evolution of the wave functions and tunneling time are discussed within a GaAs2Al x Ga1 - x As double bar2
riers st ructure. It indicates that the build2up time cannot be ignored in comparison with the tunneling lifetime for the small sys2
tem case. Furthermore , the tunneling lifetimes are studied as the functions of the st ructure parameters. It is also found that the

tunneling lifetime increases monotonously with the well width and the barriers thickness.
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