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一种硅纳米梁负载偏转特性的多尺度模型
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摘要：根据能量法，提出了一种用于分析硅纳米梁静态弯曲的多尺度模型．与传统的连续介质模型相比，该模型考

虑了梁厚度方向进入纳米尺度所带来的物理特性，因此，可以适用于纳米尺寸到宏观尺寸的硅梁．计算结果表明，

当梁的尺寸达到纳米量级后表面原子的弛豫效应对梁的弯曲也有很大的影响．将该模型分析结果与连续介质模型

进行了比较，在宏观尺寸下两种模型趋于一致．
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１　引言

超薄纳米梁已用于超高精度传感器［１］、超高频

混频器［２］等．与以往的微米梁相比，纳米梁在尺寸上

进一步缩小，且性能获得了极大的提高．但是，由于

器件进入了纳米尺度，一些以往不曾考虑的效应逐

渐变得明显，如尺寸效应和表面效应．这些效应不仅

可以使梁谐振频率提高、灵敏度变大［３］，而且还影响

到纳机电梁的其他性能，使纳机电谐振梁表现出不

同于微机电梁的特性．然而，在研究纳米梁的性能时

我们通常沿用传统的宏观连续介质理论模型［４］，致

使模型的结论与实际结论存在一定的偏差．因此需

要针对纳机电梁建立理论模型．

在厚度方向（即狕方向）上，与硅的晶格常数犪

相比，纳米梁的厚度犺 是纳米量级，犺／犪是一个有

限大小的数值，描述其状态的物理量的分立特性已

经非常明显，不能继续使用连续函数来表征；而在其

长度（狓）方向和宽度（狔）方向上，尺寸还保持微米量

级，连续性假设仍然适用．针对这种纳米双端固支

梁，本文提出了一种多尺度负载偏转模型．在计算

纳米薄梁的杨氏模量时，采用半连续体方法［５］，计算

出纳米梁受力弯曲储存的形变势能，利用变分理论

得出受力时梁的负载偏转计算公式．

基于这一模型，本文计算并分析了纳米梁受到

外加均布载荷时的弯曲．结果表明，纳米梁的负载

偏转受到表面弛豫等效应的影响，尺寸越小，这种影

响越明显；与传统的连续体负载偏转模型相比，在

纳米尺度下，该模型得到的偏转更大．但随着尺寸的

增加，在宏观尺度下，与连续体模型趋于一致．因此，

该模型可以为研究、设计硅梁负载偏转性能时提供

参考．

２　纳米梁的弯曲模型

图１是一个长度和宽度分别为 犃 和犅（犃

犅），厚度方向有２犖 个晶胞的硅纳米梁的示意图．

笛卡儿坐标狓和狔方向平行于梁的中面，狕轴垂直

于中面．图中还给出了一个硅晶格单元内部的原子

排列，晶格常数为犪．在狕方向施加均布载荷狇（单

位是犖／犿２），则位于坐标（狓，狔，狕
（犾））处的原子沿三

个坐标轴方向的位移分别是狌
犾

犻犼
，狏

犾

犻犼
，狑

犾

犻犼．在多尺度

模型（也称为半连续体模型）中，将原子间的作用势

等效成弹性系数为犽的弹簧来考虑
［５］．犽与原子势

函数及原子成键结构有关，在文中弹性系数犽＝

２６１４犖／犿
［６］．在梁的表面，由于弛豫现象，表面若

干层的共价键与内层原子不同，导致晶格常数变化

为狋×犪（狋表示弛豫系数）
［７，８］．本文假设仅上下表

面各三层晶胞发生了弛豫效应．此外在定义每层原

图１　双端固支梁的示意图

犉犻犵．１　犛犮犺犲犿犪狋犻犮狊狋狉狌犮狋狌狉犲狅犳犪犱狅狌犫犾犲犮犾犪犿狆犲犱狊犻犾犻

犮狅狀狀犪狀狅犫犲犪犿犪狀犱犪犮犲犾犾狅犳狊犻犾犻犮狅狀犮狉狔狊狋犪犾犾犪狋狋犻犮犲
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图２　谐振梁受力弯曲及其坐标

犉犻犵．２　犆狌狉狏犪狋狌狉犲狅犳狋犺犲狊犻犾犻犮狅狀狀犪狀狅犫犲犪犿犻狀犱狌犮犲犱犫狔

犲狓狋犲狉狀犪犾犳狅狉犮犲

子厚度时，不同的定义会引起结果的差异［８～１０］．这

里假定单层原子的厚度为两层原子的间距．基于这

种假设，纳米梁在受力弯曲时，其形变势能的体密度

（单位是犑／犿３）可以表示成
［１１］

犝 ＝
犽
１２犖犪

×（２犖－６）［（ε狓＋ε狔＋ε狕）
２
＋γ

２

狓狔＋

γ
２

狓狕＋γ
２

狔狕
］＋

３犽

２犖犪狋（２＋狋
２）×

［（ε狓＋ε狔＋狋ε狕）
２
＋γ

２

狓狔＋狋
２
γ
２

狓狕＋狋
２
γ
２

狔狕
］ （１）

其中各个应变分量的定义如下：

ε狓 ＝
狌

狓
，ε狔 ＝

狏

狔
，ε狕 ＝

狑
（犾＋１）
－狑

（犾）

犪
，

γ狓狔 ＝
狌

狔
＋
狏

狓
，γ狓狕 ＝

狑

狓
＋
狌
（犾＋１）
－狌

（犾）

犪
，

γ狔狕 ＝
狑

狔
＋
狏
（犾＋１）
－狏

（犾）

犪
（２）

式中　狌，狏，狑 分别表示沿坐标狓，狔，狕三个方向的

位移．

３　双端固支梁弯曲的模拟结果及分析

如图２所示为双端固支纳米梁受到均匀载荷狇
后发生弯曲的示意图．这里考虑梁发生的是大形变

弯曲，其形变不仅包含弯曲，还包含轴向拉伸．梁的

轴向 应 变 满 足 关 系 ε狓 ＝－ 狕
犱２狑

犱狓２
＋
１

犃
×

∫
犃

０

１

２

犱狑
犱（ ）狓

２

犱狓．如果不考虑纳米梁制备过程中的

残余应力，则梁的形变势能可以表示为

犠狊＝ ∑
犖犪

狕＝－犖犪∫
犃

０∫
犅

０
犝犪犱狓犱狔 （３）

式中　狕的取值为整数个晶格常数．在横向载荷狇
的作用下，纳米梁在狓，狔方向的位移狌，狏可以忽略

不计，并且在几何尺寸上，满足 犃犅，梁的挠度函

数狑（狓，狔）可以简化为一个单变量函数狑（狓），这里

使用余弦形式的试解

狑（狓）＝
狑０
２
１－犮狅狊

２π
犃（ ）狓 ，　０≤狓≤犃 （４）

将（４）式代入（３）式，并由（１），（２）式可以得到弹性能

犠狊＝
π
４犽犅

８犃３
×

犖－３
３

＋
３

狋（２＋狋
２）

２犖－５＋６狋
（犖－３＋３狋）狑

４

０＋

π
４犽犅

４犃３
×

犖－３
３

＋
３

狋（２＋狋
２）

２犖－５＋６狋
（犖－３＋３狋）×

１

犖－３＋３狋

１６犪２（犖－３）（犖－２）（２犖－５）

６｛ ＋

　

　
１６犪２［３（犖－３）

２
＋１４狋

２
＋１２狋（犖－３ ｝）］狑２０

（５）

　　在狕＝－犖犪处，即纳米梁的上表面受到了均布

载荷狇的作用，这里考虑的是静态过程，固支梁始终

保持平衡，没有动能的改变，于是外力势能的减少完

全转换为形变势能，以减少固支梁本身的形变势能，

在发生弯曲时，该负载力对梁所做的功可以表示为：

犠狇＝∫
犃

０
狇犅狑（狓）犱狓＝

狇犅狑０
２∫

犃

０

１－犮狅狊
２π
犃（ ）狓 犱狓

＝
狇犃犅狑０
２

（６）

　　弯曲固支梁的总势能是 犠＝犠狊－犠狇
，根据势

能最低原理，在所有满足边界条件的挠度曲线中，实

际上存在一条曲线使总势能为极值，达到稳定平衡

状态［１２］，即

犠

狑０
＝
π
４犽

犃４
×

犖－３
３

＋
３

狋（２＋狋
２）
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π
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３

＋
３
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１
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１６犪２（犖－３）（犖－２）（２犖－５）
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２
＋１４狋

２
＋１２狋（犖－３ ｝）］狑０－狇＝０

（７）

上述方程可以记作：

犮狑
３

０＋犮×犱狑０－狇＝０ （８）

其中，

犮＝
π
４犽

犃４
×

犖－３
３

＋
３

狋（２＋狋
２）

２犖－５＋６狋
（犖－３＋３狋）

犱＝
１

犖－３＋３狋

１６犪２（犖－３）（犖－２）（２犖－５）
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１６犪２［３（犖－３）

２
＋１４狋

２
＋１２狋（犖－３ ｝）］（９）

解方程（８），求出挠度的极值

狑０ ＝

３

（１０８狇＋ 槡１２ ３× ２７狇
２
＋４犮

２犱槡
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３
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图３　不同厚度下，表面弛豫系数对梁弯曲挠度的影响

犉犻犵．３　犈犳犳犲犮狋狅犳狊狌狉犳犪犮犲狉犲犾犪狓犪狋犻狅狀狅狀犱犲犳犾犲犮狋犻狅狀狅犳

狋犺犲犿犻犱犱犾犲狆狅犻狀狋狅犳狋犺犲狀犪狀狅犫犲犪犿

　　将（８）式代入（４）式，得到纳米梁弯曲时的挠度

如下：

狑（狓）＝
３狇犃

４

１６π
４犽犪３犖（犖＋１）（２犖＋１）

×

１

犖－３
６犖犪

＋
３

２犖犪狋（２＋狋
２）

× １－犮狅狊
２π
犃（ ）狓 ，

０≤狓≤犃 （１１）

　　为了便于比较，选取硅纳米梁的长度 犃＝

１０μ犿，宽度犅＝１５０狀犿．当选定一定的厚度犖 以及

表面弛豫系数狋以后，可以得到相应的参数犮和犱．

根据这些参数，并假定外加负载狇＝６０犘犪，可以

计算出纳米梁相应的位移大小，图３即为不同厚度

下，弛豫系数狋对固支梁弯曲挠度的影响．该图表

明，弛豫系数狋越大，固支梁弯曲挠度越大，并且该

影响在梁的厚度较小时比较明显，当 犖＞２０以后，

弛豫效应对梁弯曲的影响可以忽略．

由连续介质力学理论可知，宏观尺度的双端固

支薄梁在考虑轴向应力分量即大形变情况下的挠度

为［１２］：

狑（狓）＝
犮
２
１－犮狅狊

２π狓（ ）犃
，　０≤狓≤犃（１２）

其中犮由关系式

狇＝
４π

４犢狓（２犖犪）
３

３犃４
犮＋

π
４犢狓（２犖犪）

４犃４
犮３ （１３）

给出．式中，犢狓 为体硅的杨氏模量，犢狓＝１６０犌犘犪．

将该连续介质理论与多尺度模型比较可知，两模型

的负载偏转曲线是不同的，如图４所示．该图中梁

的厚度２犖犪取为２０犪，梁的长度仍取为１０μ犿，宽

度为１５０狀犿．

从图中可以看出，虽然两个模型的挠度曲线最

初有相同的形式，而且边界条件也相同，但是由于考

虑了厚度方向上的不连续性，致使纳米梁的载荷偏

图４　双端固支梁的挠度曲线

犉犻犵．４　犇犲犳犾犲犮狋犻狅狀狅犳狋犺犲犱狅狌犫犾犲犮犾犪犿狆犲犱狀犪狀狅犫犲犪犿

转特性偏离宏观连续介质模型所得的结果．基于本

文的半连续体模型（多尺度模型）的纳米梁负载偏

转形变更剧烈，即沿梁上各点的弯曲挠度都比连续

介质模型预测的要大．纳米梁表面的弛豫效应也影

响到两个模型之间的偏差．弛豫系数小则梁的弯曲

挠度也小，与连续体模型的偏差也越小．这可能是由

于小的弛豫系数使得梁表面原子的晶格常数变小，

材料变“硬”所致．

图５显示了梁的厚度不同时基于两种模型所得

的梁中点的挠度相对偏差大小．从图中看出，在梁的

厚度较小时，两种模型的偏差较大，随着厚度的增

加，偏差逐渐减小，直至趋近于零，这说明在宏观尺

寸下，该多尺度模型与连续介质理论模型是一致的．

同时，由于小尺寸效应的影响，两模型之间也是有所

差别的，即在不考虑表面驰豫效应时，多尺度模型与

连续体模型并不是完全等同的．当然，这种影响随着

厚度的增加而逐渐减小，直至可以忽略．图５还说明

了表面弛豫效应对梁的弯曲有较大的影响，特别是

随着梁的厚度减小，这种影响越来越大．

图５　多尺度模型与连续体模型之间的偏差与梁厚度之间的

关系

犉犻犵．５　犇犻犳犳犲狉犲狀犮犲犫犲狋狑犲犲狀狋犺犲犿狌犾狋犻狊犮犪犾犲犿狅犱犲犾犪狀犱

狋犺犲犮狅狀狋犻狀狌狌犿狋犺犲狅狉狔狏犲狉狊狌狊狋犺犲狋犺犻犮犽狀犲狊狊狅犳狋犺犲狀犪狀狅

犫犲犪犿
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４　结论

本文提出了硅纳米梁负载偏转的多尺度模型．

计算结果表明，双端固支梁的厚度和其表面的弛豫

效应对梁的弯曲都有影响．在其他几何尺寸和受力

情况不发生改变的情况下，纳米梁的厚度越小，其弯

曲挠度越大，当厚度减小至２０狀犿时，由于表面效应

所占比重大幅增加，梁的弯曲挠度急剧增大，很快进

入非线性状态．在相同的几何尺寸和受力条件下，多

尺度模型模拟得到的纳米梁弯曲挠度要大于传统的

连续体模型；随着尺寸的增大，两种模型之间的相对

偏差逐渐缩小．在宏观尺度下，两种模型趋于一致．
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