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摘要：源于概率统计理论，针对梳齿电容的微细加工偏差，给出了当各梳齿间距偏差在一定范围内独立且均匀分布时，单

边电容和双边电容驱动的硅微加速度计冲击与阶跃信号响应物理模型．经过有限元仿真和 犕狅狀狋犲犆犪狉犾狅模拟验证，结果表

明理论模型与仿真值之差小于１０％．模型指出，当梳齿间距偏差由０变化到２０％，加速度计在受到冲击与阶跃加速度信号

作用时，其可靠工作范围将比无偏差理想情况下降１０％～１５％．该模型可望应用于实际有加工偏差的微加速度计可靠工

作范围预先评估与设计．
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１　引言

对 犕犈犕犛梳齿电容式加速度计，电容极板间距是

至关重要的参数，决定了加速度计的量程、灵敏度、可靠

工作范围等性能指标．但由于 犕犈犕犛加工工艺的非理

想性［１～３］，梳齿间距存在加工偏差，因此改变了加速度

计的性能．

犇狅狀犵等人
［４］研究了犐犆犘深刻蚀中各个梳齿有相

同的不平行度时对加速度计可靠工作范围的影响．在实

际情况中除了光刻套准误差引起的一批硅片整体偏差

外，刻蚀过程中的气体流量、压力、温度等都对刻蚀结果

有影响并且是非线性和相互作用的［２］，因此导致一批片

子中各个梳齿加工偏差出现或然性的不同．本文针对各

个梳齿加工间距相对于理想版图尺寸在一定范围内有

偏差，研究了单边电容驱动和双边电容驱动的情况下对

冲击和阶跃信号的响应模型，从而得到了微加速度计有

加工误差时可靠工作范围相对于理想情况下的改变．该

模型得到了 犃犖犛犢犛有限元和 犕狅狀狋犲犆犪狉犾狅仿真的验

证．依据该模型可望对微加速度计可靠工作范围进行预

先评估与设计．

２　物理模型

２．１　单边电容驱动时冲击信号响应

当敏感质量块有微小位移 Δ犱 时，系统的势能函

数［４，５］
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其中　狀为梳齿个数；犽弹性梁的弹性常数；犃 梳齿的

正对面积；犞 梳齿电容两端有效电压；犵犪狆犻 第犻个梳齿

刻蚀的实际间距．设狌为版图的理想间距，若δ为梳齿

间距加工偏差范围，则犵犪狆犻 在［狌－δ，狌＋δ］区间任一

数值的取值机会均等，因此其概率分布密度函数为
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因犵犪狆犻 相互独立，则势能函数的数学期望：
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（３）式对Δ犱求导
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（５）式共有３个解，其中在［０，１］范围内存在两个：稳定

平衡解狓１，非稳定平衡解狓２，可由数值方法解得，则微
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加速度计能承受的冲击信号的能量的期望即为这两点

的能量差．引入冲击信号所满足的边界条件
［４，５］，狓

·

１＝α

（Δ狋），狓１＝
１

２
α（Δ狋）

２，且Δ狋足够小，以至于在冲击结束

时引起的位移和速度可以忽略，α为加速度冲击信号幅

值．器件的可靠工作条件为
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　　两点势能期望之差可近似为
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联合（６）和（７）式，得
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　　变形得单边电容驱动时微加速度计可承受冲击模型

犈（Δ狋犮α）＝ω０狌犳１（狆）
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　　犳１（狆）定义为单边电容驱动时的抗冲击函数，表明

了微加速度计抗冲击的能力．

２．２　单边电容驱动时阶跃信号响应

按前述，Δ犱１＝狌狓１ 为初始稳定位置期望，可由（５）

式解得．当有一阶跃加速度信号α作用于微加速度计

时，敏感质量块满足动态方程式
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其中　狇表示惯性力与敏感质量块平均最大行程时的

弹性力之比，即归一化惯性力，该值同时也量化了阶跃

加速度信号大小．当犵犪狆犻 在区间［狌－δ，狌＋δ］均匀分

布时，狇的期望
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　　犈（狇）的极值可由
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因狓１ 为（５）式的稳定平衡解，故可由（１６）式可解得

最大狇值期望所对应的狓犮１，代入（１５）式可得临界加速

度阶跃信号期望犈（狇犮１）．则单边电容驱动临界阶跃加

速度信号响应模型
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　　犈（狇犮１）表达了单边电容驱动，加速度信号为阶跃时

的微加速度计可靠工作范围．

２．３　双边电容驱动时冲击信号响应

当双边驱动时，其势能函数随Δ犱变化为
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其中　犵犪狆＿狌狆犻，犵犪狆＿犱狅狑狀犻 分别为上、下两边梳齿间距

并且独立同分布，分布函数见（２）式．其期望
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（１９）式对Δ犱求导
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　　当（２０）式为０，引入前述定义，可简化为
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其解狓１，狓２，狓３，狓４，狓５，其中狓１＝０表示初始稳定平衡

位置，｜狓２，３｜＜１且互为相反数，表示正、负两个方向非

稳定平衡位置，解析与数值方法均可解得．｜狓４，５｜＞１无

意义，舍去．则微加速度计能承受冲击的期望可表为
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　　两点势能期望之差可近似为

犈（犈狀犲狉（狓２，３）－犈狀犲狉（狓１））≈
１

２
犽狓２２，３－

∫
狌＋δ

狌－δ∫
狌＋δ

狌－δ

…∫
狌＋δ

狌－δ

１

２∑
狀

犻＝１

ε犃

犵犪狆＿狌狆犻－狓２
－

ε犃

犵犪狆＿狌狆犻（ ＋

ε犃

犵犪狆＿犱狅狑狀犻＋狓２
－

ε犃

犵犪狆＿犱狅狑狀 ）犻 犞２
１

２（ ）δ
２狀

×

犱犵犪狆＿狌狆１…犱犵犪狆＿狌狆狀犱犵犪狆＿犱狅狑狀１…犱犵犪狆＿犱狅狑狀狀
（２３）

　　由（２２）和（２３）式，得

犈
１

２
犿α

２（Δ狋）（ ）２ ≈ １２犽狌２ 狓２２，３－狆
狌

δ
犾狀
１＋δ／狌－狓２
１－δ／狌－狓２（［ ＋

犾狀
１＋δ／狌＋狓２
１－δ／狌＋狓２

－２犾狀
狌＋δ
狌－ ）］δ

，　狓２ ＞０，狓３ ＜０

（２４）

化简得双边电容驱动的可承受冲击模型

犈（Δ狋犮α）＝ω０狌犳２（狆）

犳２（狆）＝

狓２２，３－
狆狌

δ
犾狀
１＋δ／狌－狓２
１－δ／狌－狓２

＋犾狀
１＋δ／狌＋狓２
１－δ／狌＋狓２

－２犾狀
狌＋δ
狌－（ ）槡 δ

（２５）

犳２（狆）定义为双边电容驱动时微加速度计的抗冲击函数．

２．４　双边电容驱动时阶跃信号响应

初始平衡位置期望为０，因此当有一阶跃加速度信号α
作用于加速度计时（设向上电极方向），其动态方程式为

１

２
犿Δ犱

·
２
＝∫

Δ犱

０ ∑
狀

犻＝１

ε犃犞
２

２（犵犪狆＿狌狆犻－Δ犱）［（ ２－

ε犃犞
２

２（犵犪狆＿犱狅狑狀犻＋Δ犱）］２ ＋犿α－犽Δ ）犱 犱（Δ犱）（２６）
　　根据敏感质量块最大位移满足条件Δ犱

·

＝０，（２６）

式变形可得

狇＝
１

２
狓－

狆狌
狓∑

狀

犻＝１

１

犵犪狆＿狌狆犻－狌狓
－

１

犵犪狆＿狌狆（
犻
＋

１

犵犪狆＿犱狅狑狀犻＋狌狓
－

１

犵犪狆＿犱狅狑狀 ）犻 （２７）

当犵犪狆＿狌狆犻，犵犪狆＿犱狅狑狀犻 彼此独立并且均匀分布时，归

一化惯性力期望为

犈（狇）＝∫
狌＋δ

狌－δ∫
狌＋δ

狌－δ

…∫
狌＋δ

狌－δ

１

２
狓－

狆狌
狓［ ×

∑
狀

犻＝１

１

犵犪狆＿狌狆犻－狌狓
－

１

犵犪狆＿狌狆犻（ ＋

１

犵犪狆＿犱狅狑狀犻＋狌狓
－

１

犵犪狆＿犱狅狑狀 ）］犻
×

１

２（ ）δ
２狀

犱犵犪狆＿狌狆１…犱犵犪狆＿狌狆狀犱犵犪狆＿犱狅狑狀１…犱犵犪狆＿犱狅狑狀狀

＝
１

２
狓－
狆狌
２δ狓

犾狀
１＋δ／狌－狓
１－δ／狌－狓（ ＋犾狀

１＋δ／狌＋狓
１－δ／狌＋狓

－２犾狀
１＋δ／狌
１－δ／ ）狌
（２８）

　　则归一化惯性力期望的最值在
犈（狇）

狓
＝０时取得

犈（狇）

狓
＝
１

２
＋
狆狌

２δ狓
２ 犾狀

１＋δ／狌－狓
１－δ／狌－狓（ ＋

犾狀
１＋δ／狌＋狓
１－δ／狌＋狓

－２犾狀
狌＋δ
狌－ ）δ －

狆
１

狓（１＋δ／狌－狓）（１－δ／狌－狓（ ）＋

１

狓（１＋δ／狌＋狓）（１－δ／狌＋狓 ））＝０ （２９）

　　由（２９）式解得狓犮２，代入（２８）式，即可解得在均布情

况下双边电容的临界阶跃加速度信号期望犈（狇犮２）．因

此，双边电容驱动临界阶跃加速度信号模型为

犈（狇犮２）＝
１

２
狓犮２－

狆狌
２δ狓犮２

犾狀
１＋δ／狌－狓犮２
１－δ／狌－狓犮２（ ＋

犾狀
１＋δ／狌＋狓犮２
１－δ／狌＋狓犮２

－２犾狀
１＋δ／狌
１－δ／ ）狌 （３０）

其中狆由隐式给出：

１

２
＋
狆狌

２δ狓
２
犮２

犾狀
１＋δ／狌－狓犮２
１－δ／狌－狓犮２（ ＋

犾狀
１＋δ／狌＋狓犮２
１－δ／狌＋狓犮２

－２犾狀
１＋δ／狌
１－δ／ ）狌 －

狆
１

狓犮２（１＋δ／狌－狓犮２）（１－δ／狌－狓犮２（ ）＋

１

狓犮２（１＋δ／狌＋狓犮２）（１－δ／狌＋狓犮２ ））＝０

３９３１
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图１　单边电容驱动犳１（狆）与狇犮１的验证

犉犻犵．１　犞犲狉犻犳犻犮犪狋犻狅狀狅犳犳１（狆）犪狀犱狇犮１ 狅犳狊犻狀犵犾犲狊犻犱犲犱犱狉犻狏犻狀犵

犿狅犱犲

　　犈（狇犮２）表达了双边电容驱动，加速度信号为阶跃时

的微加速度计可靠工作范围．

３　模型验证与分析讨论

为验证本文模型，以狆＝００５为例，当δ／狌从０变

化到１时，分别对单边电容和双边电容驱动的冲击与阶

跃信号响应进行模拟验证．采用犃犖犛犢犛１１０有限元仿

真软件对加速度计动态特性行为进行模拟，其中机电动

态特性采用犜狉犪狀狊１２６单元完成．梳齿对数狀 取２０，采

用犘犇犛模块进行概率分析，概率设计采用 犕狅狀狋犲犆犪狉犾狅

法，各梳齿间距采用独立的拉丁方抽样，采样数为８０，

仿真结果如图１和２所示．

对冲击信号情形，首先，系统势能函数的期望是采

用（５）或（２１）式两个解狓１，狓２ 期望的能量差来近似，但

对每一个具体样本，其狓１，狓２ 值并不准确在期望值上，

因此，模型与有限元仿真会产生偏差．其次，理论计算

犳（狆）时，弹性常数和固有频率的理论值与有限元实际

计算不同，也会使模型与有限元仿真出现偏差．

对阶跃信号情形，当微加速度计采用单边电容驱动

时，主要是由狓１ 引入的偏差，而采用双边电容驱动时，

偏差主要由仿真时 犕狅狀狋犲犆犪狉犾狅采样数有限和弹性常

数有异引起．

图２　双边电容驱动犳２（狆）与狇犮２的验证

犉犻犵．２　犞犲狉犻犳犻犮犪狋犻狅狀狅犳犳２（狆）犪狀犱狇犮２狅犳犱狅狌犫犾犲狊犻犱犲犱犱狉犻狏犻狀犵

犿狅犱犲

图３　单边电容驱动时狓１，狓２，狓犮１存在加工偏差与无偏差理想情况的

对比

犉犻犵．３　犆狅狀狋狉犪狊狋狅犳狓１，狓２，狓犮１犻狀犻犱犲犪犾狊犻狋狌犪狋犻狅狀狑犻狋犺狅狌狋狆狉狅犮犲狊狊

犲狉狉狅狉犪狀犱狀狅狀犻犱犲犪犾狊犻狋狌犪狋犻狅狀狑犻狋犺狆狉狅犮犲狊狊犲狉狉狅狉

但从仿真结果可知本文模型与仿真值之差小于

１０％．因仿真是在梳齿间距采用拉丁方抽样的统计学基

础上，再经过有限元计算方法计算而得到的结果，而模

型是由基本物理公式演绎推理而得到的理论解析解，两

者基本一致，从而印证了本文模型的正确性．所以本文

模型可望应用于实际有加工偏差的微加速度计可靠工

作范围预期估计．

图１和２同时也表明了可靠工作范围随加工偏差

增大而减小，当δ／狌从０增大到２０％时，对单边电容驱

动，抗冲击能力和能承受的最大阶跃加速度期望将比无

加工偏差的理想情况均下降约１３％，即可靠工作范围

下降约１３％．对双边电容驱动，可靠工作范围下降约

１２％．本文也就狆从００１变化到０１进行了计算并仿

真验证，结果表明，当δ／狌 增大到２０％时，单边和双边

电容驱动可靠工作范围减小在１０％～１５％．

图３和４说明了存在加工偏差时可靠工作范围比

理想情况下降的原因．对单边电容驱动，随着加工偏差

的增大，系统最初的稳定平衡位置期望狓１相比理想情

图４　双边电容驱动时狓２，狓犮２存在加工偏差与无偏差理想情况的对比

犉犻犵．４　犆狅狀狋狉犪狊狋狅犳狓２，狓犮２犻狀犻犱犲犪犾狊犻狋狌犪狋犻狅狀狑犻狋犺狅狌狋狆狉狅犮犲狊狊犲狉

狉狅狉犪狀犱狀狅狀犻犱犲犪犾狊犻狋狌犪狋犻狅狀狑犻狋犺狆狉狅犮犲狊狊犲狉狉狅狉

４９３１
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况增大，而另一个极值点期望狓２ 或狓犮１减小，导致介于

狓１，狓２ 之间的系统势能期望或狓１，狓犮１之间的归一化惯

性力期望减小，从而可靠工作范围减小．对双边电容驱

动，系统最初平衡点狓１ 期望为０，而在冲击或阶跃加速

度情况下取得临界点的狓２ 或狓犮２期望较理想情况下降，

所以可靠工作范围减小．

微加速度计梳齿宽度的不均匀和梳齿犐犆犘深刻蚀

时形成的侧壁不平行，事实上可等效为梳齿间距的改

变，因此本文模型也具有参考意义，从而拓宽了本文的

应用范围．

４　结论

基于概率统计理论和微细加工的非理想性，建立了

各梳齿间距偏差独立并在一定范围内均匀分布时，单边

电容和双边电容驱动的微加速度计冲击与阶跃信号响

应模型．经过有限元仿真和 犕狅狀狋犲犆犪狉犾狅模拟验证，结

果表明理论模型与仿真值之差小于１０％．

模型指出当梳齿间距偏差由０变化到２０％时，可靠

工作范围将比无偏差理想情况下降１０％～１５％．

　　该模型可望应用于实际有加工偏差的微加速度计

可靠工作范围预先评估与设计．
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