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摘要：采用样条分步法犛犃犇犐与高阶紧致差分相结合的方法，计算用于半导体器件模拟的流体力学模型．数值计算表明，

相比当前最为流行的两种器件模拟方法犆犌犛及犖犲狑狋狅狀犛犗犚，这种方法可以降低方程的迭代次数约４０％，并明显减少方

程的求解时间．
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１　引言

随着超大规模集成电路的不断发展，分析、设计半

导体器件变得日益复杂和更加重要，计算机模拟在半导

体器件的物理分析、新型结构器件的研制等许多方面有

较高的实用价值，受到微电子专业人员的广泛重视．然

而，器件模拟耗时巨大这一问题严重限制了其实际应

用，因此在保持模拟的可靠性和计算精度的前提下，降

低计算时间就成为一个关键问题．模拟时间的减少可以

从多方面考虑，如算法的改进和计算量的限制等．在算

法方面，即减少迭代的次数和每次迭代的时间以达到目

的．

一般来说，器件模拟主要采用两种方法．一种是漂

移扩散模型（犱狉犻犳狋犱犻犳犳狌狊犻狅狀，犇犇）
［１，２］，这种方法需要的

犆犘犝时间短，精度也比较高．但是，随着半导体工业的

发展，半导体器件的尺寸逐渐缩小，带来一些新的物理

效应，如速度过冲等，犇犇模型变得不再适用．另一种是

近些年来发展起来的流体力学（犺狔犱狉狅犱狔狀犪犿犻犮狊，犎犇）

模型［３～５］，它能较好地模拟器件尺寸缩小以后带来的一

些物理效应，它占用的犆犘犝时间只比犇犇模型稍有增

加，但在精度上有很大的提高．然而对于流体力学模型

方程这类复杂的二阶偏微分方程组，一般无法给出其精

确的解析解，只有经过方程离散后，得到一组非线性方

程组，并进一步将非线性方程组转化为线性方程组后才

能求解．所以，最终需要求解大型稀疏线性方程组，大型

稀疏线性方程组的求解效率决定了器件方程的求解效

率．

目前，大型线性稀疏方程组的迭代方法大致可以分

为两大类：

（１）基本迭代法：主要有雅科比法（犑犪犮狅犫犻）、高斯塞

德尔迭代法（犌犪狌狊狊犛犲犻犱犲犾）和超松弛迭代法（犛犗犚）等．

此类方法发展较早，应用比较成熟，稳定性较好，但效率

较低．

（２）犆犌类方法：主要有不完全分解预优犆犌法（犐犆

犆犌）、广义最小剩余方法（犌犕犚犈犛）以及共扼梯度平方

法（犆犌犛）等．此类方法计算精度较好，但难以兼顾稳定

性和计算速度．

样条近似法是国际上近十几年发展起来的求解流

体力学问题的数值方法，对于处理带有激波、边界层、不

规则边界和相变等一些较特殊问题具有重要的实用价

值．犚狌犫犻狀等用三次样条近似求解流体力学问题，他们

系统地研究了求解偏微分方程的配置法，给出了可用于

直接求解的３×３矩阵系统，还把差分法中的交替方向

隐式（犃犇犐）法推广到样条中，称为样条交替方向隐式

（狊狆犾犻狀犲犪犾狋犲狉狀犪狋犻狀犵犱犻狉犲犮狋犻狅狀犻犿狆犾犻犮犻狋，犛犃犇犐）法
［６～８］．

本文将三次样条方法（犛犃犇犐）用于半导体器件模

拟，数值计算结果表明犛犃犇犐是一种稳定性很好的算

法，它对于函数的一次导数及二次导数在求解过程可直

接求出，并且能把多维问题化为一系列的一维问题处

理，而一维问题所要求解的标量方程组总是三对角形

的，很容易使用熟知的追赶法在计算机上实现，因此计

算速度较快．但另一方面，采用犛犃犇犐方法，一阶导数的

计算精度可以达到三、四阶，而二阶导数仅可以达到二

阶精度．并且在用于三维器件模拟时，对于一、二阶导数

的边界条件，犛犃犇犐方法缺乏高精度的有效处理手段．而

紧致差分格式［９，１０］使用较少的网格点便能实现高精度

的计算格式，它与传统的高精度格式相比，有计算量小、

对单元的敏感性小以及对边界单元的处理无特别的

困难等优点．本文将紧致差分格式与犛犃犇犐方法结合

起来（犎犗犆犛犃犇犐），具有精度高、稳定性好和速度快的

特点．　　
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２　模型方程

对于工艺特征尺寸在１μ犿以上的器件，我们主要

采用漂移扩散模型
［１，２］，然而，随着半导体技术的发展，

半导体器件的尺寸越来越小，同时也带来了一些新的物

理效应，因此出现了能更精确地描述载流子的输运特性

的能量守恒模型即流体力学模型［３～５］：

（１）载流子输运的粒子数守恒方程

狀

狋
＝－·（狀υ）＋

狀

［ ］狋 犮

（２）动量守恒方程

狀狆
狋

＝－·（狀犝）－狇狀犈＋
狀狆
［ ］狋 犮

（３）能量守恒方程

狀狑

狋
＝－·犛－狇狀犈·υ＋

狀狑

［ ］狋 犮

（４）三阶矩方程

犙
狋
＝－·（狀犚）－狇狀犈·（狑犐＋犝）＋

犙
［ ］狋 犮

其中　υ为电子平均速度；狆 为电子平均动量；狑 为电

子平均动能密度；犛为电子能流密度；犝 为动能张量；犚

为四阶矩张量；犙 为电子平均热流密度；犐为单位张量；

每一个方程的最后一项分别代表与碰撞有关的电子密

度变化率、动量密度变化率、能量密度变化率和热流密

度变化率．

３　犎犗犆犛犃犇犐法

３．１　利用三次样条函数降维技术求解犎犇模型

假定所要求解的非线性系统为一个狓狔面的二维

结构．犎犇模型的各方程可看作以下方程的变形：

狌

（ ）狋 犻，犼
＝犳 狌犻，犼，

狌

（ ）狓 犻，犼

，狌
（ ）狔 犻，犼

，
２狌

狓（ ）２
犻，犼

，
２狌

狔（ ）（ ）２

（１）

若按照三次样条法［８］近似，可写成

（狌狋）犻，犼 ＝犳（狌犻，犼，犿犻，犼
，犾犻，犼，犕犻，犼

，犔犻，犼） （２）

其中

犿 ＝
狌

狓
，犕 ＝


２狌

狓
２
，犾＝

狌

狔
，犔＝


２狌

狔
２

（２）式按照犛犃犇犐方法，可分为下列两个步骤

狌狀＋
１
２

犻，犼 ＝狌
狀
犻，犼＋

Δ狋
２
犳 狌

狀
犻，犼
，犿狀＋

１
２

犻，犼
，犕狀＋

１
２

犻，犼
，犾狀犻，犼，犔

狀
犻，（ ）犼

（３）

狌狀＋１犻，犼 ＝狌
狀＋

１
２

犻，犼 ＋
Δ狋
２
犳 狌

狀＋
１
２

犻，犼
，犿狀＋

１
２

犻，犼
，犕狀＋

１
２

犻，犼
，犾狀＋１犻，犼

，犔狀＋１犻，（ ）犼

（４）

根据犎犇模型中各方程的特性，方程 （３）可视为：

狌狀＋
１
２

犻，犼 ＝狌
狀
犻，犼＋

Δ狋
２
犳 狌

狀
犻，犼
，犿狀＋

１
２

犻，犼
，犕狀＋

１
２

犻，（ ）犼 ＋犓 （５）

其中犓 为常数，对上式作线性展开，并整理成

狌狀＋
１
２

犻 ＝犉犻＋犌犻犿
狀＋

１
２

犻 ＋犛犻犕
狀＋

１
２

犻 （６）

式中下标犼省略．要解 （６）式，可利用三次样条函数关

系，分别化成只含有狌犻、或一次导数犿犻 或二次导数犕犻

之代数方程式．但是在化成只含有狌犻，或一次导数 犿犻

之代数方程式的过程中，必须依赖二次导数的连续条件

所推导出的三次样条函数基本关系式．而对于二次导数

犕犻 而言，不论是取均匀或非均匀格点都仅具有二阶精

度．

利用三次样条关系式［８］，可将（６）式转换成仅含二

次导数之方程组，其形式如下

犃犻犕
狀＋

１
２

犻－１ ＋犅犻犕
狀＋

１
２

犻 ＋犆犻犕
狀＋

１
２

犻＋１ ＝犇犻
（犻＝１，２，…，犖－１） （７）

其中

犃犻 ＝
犲犻犺犻
６犮犻

－
１

犺犻

犅犻 ＝
犲犻犺犻
６犮犻

＋
犲犻＋１（犺犻＋犺犻＋１）

３犮犻＋１
－

犚犻＋１（犺
２
犻＋１＋３犚犻犺犻＋１－６犙犻）

３６犮犻＋１
＋
犺１＋犺犻＋１
犺犻犺犻＋１

犆犻 ＝
犱犻＋１（犺犻＋犺犻＋１）

３犮犻＋１
－

犚犻（２犺
２
犻＋１－３犚犻＋１犺犻＋１）－６犙犻犺犻＋１

３６犮犻＋１
－
１

犺犻＋１

犇犻 ＝
犪犻犺犻＋１
６犮犻

＋
犪犻＋１（犺犻＋犺犻＋１）

３犮犻＋１
－

犉犻＋１（２犚犻犺
２
犻＋１－６犙犻犺犻＋１）＋犉犻犚犻＋１犺

２
犻＋１

３６犮犻＋１
（７）式为一递归关系式，其系数矩阵为三对角线矩阵：

犅０ 犆０ · · · · ·

犃１ 犅１ 犆１ · · · ·

· · · · · · ·

· · · · · · ·

· · · · 犃犖－１ 犅犖－１ 犆犖－１

· · · · · 犃犖 犅

熿

燀

燄

燅犖

犕０

犕１

·

·

犕犖－１

犕

熿

燀

燄

燅犖

＝

犇０

犇１

·

·

犇犖－１

犇

熿

燀

燄

燅犖

其中　犅０，犆０，犇０ 及犃犖，犅犖，犇犖 由边界条件求得，因

此 （７）式可利用 犜犺狅犿犪狊犃犾犵狅狉犻狋犺犿 迅速地解出微分

方程式的二次微分值 犕狀＋
１
２

犻 ，然后利用高阶紧致差分方

法（方程（９）、（１０））解得狌狀＋
１
２

犻 ，再代入 （４）式，将（４）式

转化为：

犃犼犕
狀＋１
犼－１ ＋犅犼犕

狀＋１
犼 ＋犆犼犕

狀＋１
犼＋１ ＝犇犼

（犼＝１，２，…，犖－１） （８）

采用与求解 （３）式相同的方法求解（８）式．

犛犃犇犐的计算过程相当于先用狌狀犻，犼沿水平方向逐线

解三对角方程组 （３）式得狌狀＋
１
２

犻，犼
，然后用狌狀＋

１
２

犻，犼
沿垂直方

向逐线解三对角方程组 （４）式得狌狀＋１犻，犼
，两步合起来才

１７５１
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算完成一次迭代．

由此可见，采用降维技术后，原本对一个狓狔面方

程的求解转化为对狓方向及狔方向的线方程的求解．

（７）、（８）式所表述的线方程的系数矩阵为三对角矩阵，

因此可以采用追赶法进行直接求解，速度可以大大提

高．

３．２　犎犗犆犛犃犇犐综合求解流程

犎犗犆犛犃犇犐综合求解流体力学模型方程的流程步

骤如下：

（１）选择适合的边界条件及初始值；

（２）采用犛犃犇犐方法将 （３）式转化为 （７）式，用追

赶法求解，得到 犕狀＋
１
２

犻 ；

（３）用高阶紧致差分方法（方程（９）和（１０））离散

犕狀＋
１
２

犻 解得狌狀＋
１
２

犻 ；

（４）采用犛犃犇犐方法将 （４）式转化为（８）式，用追赶

法求解，得到 犕狀＋１
犻 ；

（５）用高阶紧致差分方法（方程（９）和（１０））离散

犕狀＋１
犻 解得狌狀＋１犻 ；

（６）若
狌狀＋１犻，犼 －狌

狀
犻，犼

狌狀＋１犻，犼

＜ε则程序结束，否则转入步骤

（２）继续迭代．

４　紧致差分格式

二阶导数的高阶紧致差分的通用格式为

β犛犻－２＋犛犻－１＋犛犻＋犛犻＋β犛犻＋２

＝犮
狌犻－３－２狌犻＋狌犻＋２

９犺２
＋犫
狌犻－２－２狌犻＋狌犻＋２

４犺２
＋

犪
狌犻－１－２狌犻＋狌犻＋１

９犺２

　　本文在上式中采用的系数α，β，犪，犫，犮为

β＝０，犮＝０，犪＝
４

３
（１－α），犫＝

１

３
（－１＋１０α）

　　方程（７）、（８）中的二阶导数 犕犻 及犕犼
采用如下紧

致差分格式离散：

（１）四阶精度的紧致差分格式：

α＝
１

１０
，β＝０，犪＝

６

５
，犫＝０，犮＝０

１

１２
犛犻－１，犼＋

５

６
犛犻，犼＋

１

１２
犛犻＋１，犼 ＝

　
１

Δ狓
２
（狌犻－１，犼－２狌犻，犼＋狌犻＋１，犼）

１

１２
犛犻，犼－１＋

５

６
犛犻，犼＋

１

１２
犛犻，犼＋１ ＝

　
１

Δ狔
２
（狌犻，犼－１－２狌犻，犼＋狌犻，犼＋１

烅

烄

烆
）

（９）

（２）六阶精度的紧致差分格式：

α＝
１

１１
，β＝０，犪＝

１２

１１
，犫＝

３

１１
，犮＝０

图１　模拟模型结构示意图

犉犻犵．１　犕犗犛犉犈犜狊狋狉狌犮狋狌狉犲犳狅狉狊犻犿狌犾犪狋犻狅狀

１

６
犛犻－１，犼＋

１１

１２
犛犻，犼＋

１

６
犛犻＋１，犼 ＝

　
１

Δ狓
２
（狌犻－１，犼－２狌犻，犼＋狌犻＋１，犼）＋

　
１

１６Δ狓
２
（狌犻－２，犼－２狌犻，犼＋狌犻＋２，犼）

１

６
犛犻，犼－１＋

１１

１２
犛犻，犼＋

１

６
犛犻，犼＋１ ＝

　
１

Δ狔
２
（狌犻，犼－１－２狌犻，犼＋狌犻，犼＋１）＋

　
１

１６Δ狔
２
（狌犻，犼－２－２狌犻，犼＋狌犻，犼＋２

烅

烄

烆
）

（１０）

其中犛犻，犼，犛犻，犼分别表示电势狌 对狓和狔的二阶偏导数

犕犻，犕犼
在（犻，犼）点之值．

５　数值结果及分析

在通用犎犇模型中考虑了一般能带结构，在对动量

和三阶矩碰撞项的弛豫近似中，用迁移率代替了常规模

型中的弛豫时间，并将动量和三阶矩碰撞项分成同质和

异质部分，分别进行模拟，即同质部分利用弛豫时间近

似，异质部分则采用蒙特卡罗修正项．相比传统的方法，

这在一定程度上提高了模型的精度，因此十分适用于抛

物线型、非抛物线型能带结构以及犛犗犐和异质结结构半

导体器件的模拟．但是，采用通用 犎犇模型进行模拟的

计算量相比传统方法大大增加，计算速度逐渐降低，并

且随着器件的尺寸逐渐缩小，结构复杂化，此问题日益

严峻．因此，本文采用计算速度较快的犛犃犇犐算法与稳

定性好、精度高的犎犗犆算法相结合的犎犗犆犛犃犇犐方法

以解决这个问题．

本文实验以一个小尺寸０３５μ犿犔犇犇狀犕犗犛犉犈犜

为例，图１为其结构剖面示意图，栅氧化层厚度为

７狀犿．迭代初解为热平衡初解，即不考虑能带弯曲，由热

平衡及电中性条件计算载流子分布及电势分布的初始

值．采用犎犇模型，图２显示了一个栅源偏压犞犌犛为３犞

且漏源偏压犞犇犛为３犞的模拟静电势．

犐犇犞犇犛直流特性的模拟结果如图３所示，其中犞犇犛

从０到５犞，犞犌犛从０到５犞．

由图２、图３可知，犎犗犆犛犃犇犐迭代法数值计算的

２７５１
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图２　采用犎犇模型的０３５μ犿狀犕犗犛犉犈犜器件的模拟静电势

犉犻犵．２　犛狌狉犳犪犮犲狆犾狅狋狅犳狋犺犲犲犾犲犮狋狉狅狊狋犪狋犻犮狆狅狋犲狀狋犻犪犾犳狅狉狋犺犲狋犲狊狋犲犱

０３５μ犿狀犕犗犛犉犈犜犱犲狏犻犮犲犻狀犎犇犿狅犱犲犾

图３　采用犎犇模型的０３５μ犿狀犕犗犛犉犈犜器件的犐犇犞犇犛直流特性曲线

犉犻犵．３　犐犞犮狌狉狏犲狊狅犳狋犺犲０３５μ犿犔犇犇狀犕犗犛犉犈犜犱犲狏犻犮犲犻狀

犎犇犿狅犱犲犾

结果与文献［１１］的结果完全相同，这证明了采用 犎犗犆

犛犃犇犐用于流体力学模型以模拟半导体器件是成功的．

为了体现本文采用的 犎犗犆犛犃犇犐方法的优势，分别以

目前较为流行的犆犌犛
［１２］及犖犲狑狋狅狀犛犗犚

［１３］对以上器件

进行模拟．

表１是精度为１０－６时，在不同网格点下的计算时间

及迭代次数；表２是网格点为１３６９时，在不同精度下的

计算时间及迭代次数．可以看出随着网格点的增加及精

度的提高，本文采用的犛犃犇犐迭代法的优越性越来越明

显．以网格点１３６９、精度１０－６为例，犎犗犆犛犃犇犐迭代法

较犆犌犛迭代法计算时间减少３５６％、迭代次数减少

３８７％；较犖犲狑狋狅狀犛犗犚迭代法计算时间减少２９２％、

迭代次数减少３９４％．另外，由于本文采用了高阶紧致

差分格式，因此在相同的网格点下可达到更高的精度．

例如，在五点网格下，犆犌犛迭代法及犖犲狑狋狅狀犛犗犚迭代

表１　不同网格点下的计算时间和迭代次数

犜犪犫犾犲１　犆狅犿狆狌狋犪狋犻狅狀狋犻犿犲犪狀犱犻狋犲狉犪狋犻狅狀犪狋犱犻犳犳犲狉犲狀狋狀狌犿犫犲狉狊

狅犳犿犲狊犺狆狅犻狀狋狊犪狋狆狉犲犮犻狊犻狅狀１０
－６犻狀犎犇犿狅犱犲犾

网格点 ８４１ １２２５ １３６９ １５２１

犆犌犛
时间／狊 ２７４ ３５４ ５６８ ９３６

迭代次数 １４５ ２０３ ２８４ ５１１

犖犲狑狋狅狀

犛犗犚

时间／狊 ２９８ ３７３ ５１７ ８９４

迭代次数 １１６ ２５２ ２８７ ３９３

犎犗犆

犛犃犇犐

时间／狊 ２１８ ３１３ ３６８ ５５７

迭代次数 ７０ １０５ １７８ ３０１

表２　不同精度下的计算时间和迭代次数

犜犪犫犾犲２　犆狅犿狆狌狋犪狋犻狅狀狋犻犿犲犪狀犱犻狋犲狉犪狋犻狅狀犪狋犱犻犳犳犲狉犲狀狋狆狉犲犮犻狊犻狅狀

犪狋狋犺犲犿犲狊犺狆狅犻狀狋１３６９犻狀犎犇犿狅犱犲犾

精度 １０－２ １０－３ １０－４ １０－５ １０－６

犆犌犛
时间／狊 ０．８ ３．７ １９ １７４ ５６８

迭代次数 ２ ９ １７ ８５ ２８４

犖犲狑狋狅狀

犛犗犚

时间／狊 １．２ ４．５ ２７ １９６ ５１７

迭代次数 ４ ７ ２４ ７８ ２８７

犎犗犆

犛犃犇犐

时间／狊 ０．８ ３．１ ２２ １６１ ３６６

迭代次数 ３ １２ ２０ ５８ １７８

法只能达到二阶精度，而本文采用的 犎犗犆犛犃犇犐迭代

法可达到四阶．综上所述，可以看出，本文采用的 犎犗犆

犛犃犇犐方法在计算速度和精度上都存在较大优势．

６　结论

半导体器件模拟的关键在于计算偏微分方程组，本

文采用的犎犗犆犛犃犇犐算法的成功之处在于：（１）引入降

维技术，大大减小了求解规模；（２）采用了高阶紧致差分

格式，以较少的网格点就能获得较高的精度，因而提高

了计算速度．与其他算法相比，本文采用的 犎犗犆犛犃犇犐

算法更适合于大型非线性系统求解，并且随着网格点的

增加及精度的提高，优势越来越明显．
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犃犫狊狋狉犪犮狋：犜犺犲狊狅犾狌狋犻狅狀狌狊犻狀犵犪狊狆犾犻狀犲狆狉狅犮犲犱狌狉犲，犛犃犇犐，犪狀犱犪犺犻犵犺狅狉犱犲狉犮狅犿狆犪犮狋犳犻狀犻狋犲犱犻犳犳犲狉犲狀犮犲（犎犗犆）犿犲狋犺狅犱犻狊狆狉犲狊犲狀狋犲犱犳狅狉

狋犺犲犺狔犱狉狅犱狔狀犪犿犻犮（犎犇）犿狅犱犲犾犳狅狉狊犲犿犻犮狅狀犱狌犮狋狅狉犱犲狏犻犮犲狊犻犿狌犾犪狋犻狅狀．犠犲犮狅犿狆犪狉犲狋犺犲狀狌犿犲狉犻犮犪犾狉犲狊狌犾狋狊狑犻狋犺狋狑狅狅犳狋犺犲犿狅狊狋狆狅狆狌犾犪狉

狊犻犿狌犾犪狋犻狅狀犿犲狋犺狅犱狊犮狌狉狉犲狀狋犾狔，犆犌犛犪狀犱犖犲狑狋狅狀犛犗犚．犗狌狉犿犲狋犺狅犱犱犲犮狉犲犪狊犲狊狋犺犲狀狌犿犫犲狉狅犳犻狋犲狉犪狋犻狅狀狊犫狔４０％犪狀犱狉犲犱狌犮犲狊狋犺犲犮狅犿狆狌

狋犪狋犻狅狀狋犻犿犲犵狉犲犪狋犾狔．

犓犲狔狑狅狉犱狊：犛犃犇犐；犺犻犵犺狅狉犱犲狉犮狅犿狆犪犮狋犳犻狀犻狋犲犱犻犳犳犲狉犲狀犮犲；犱犲狏犻犮犲狊犻犿狌犾犪狋犻狅狀

犘犃犆犆：７１１５犙　　　犈犈犃犆犆：２５６０犅

犃狉狋犻犮犾犲犐犇：０２５３４１７７（２００８）０８１５７００５

犆狅狉狉犲狊狆狅狀犱犻狀犵犪狌狋犺狅狉．犈犿犪犻犾：犾犻狌狕犺犪狀８４２３９＠１６３．犮狅犿

　犚犲犮犲犻狏犲犱２犑犪狀狌犪狉狔２００８，狉犲狏犻狊犲犱犿犪狀狌狊犮狉犻狆狋狉犲犮犲犻狏犲犱３１犕犪狉犮犺２００８ ２００８犆犺犻狀犲狊犲犐狀狊狋犻狋狌狋犲狅犳犈犾犲犮狋狉狅狀犻犮狊
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