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摘要!为了在节点化设计方法中对静电驱动的蝴蝶结状双端固支梁进行分析!采用伽辽金残余法建立了静电驱动梯形梁

单元的节点化模型!在
[.

A

G:9

中构建了相应的等效电路模型
8

与有限元仿真结果及文献中给出的实验结果进行了比较!结

果表明模型具有较高的精度!可在相关设计中作为参考
8

关键词!蝴蝶结状双端固支梁&节点法&伽辽金残余法&等效电路&

0/0.

P.88

$

SJ!$

&

S##$3

中图分类号!

4*S$#

!!!

文献标识码!

+

!!!

文章编号!

$!LWYS#KK

"

!$$%

#

#!Y!SW!Y$L

D

!

引言

静电驱动双端固支梁结构是
0/0.

系统中的常见

结构!在
)-

开关.微加速度计.压力传感器.光开关等

方面都有普遍的应用
8

等截面的双端固支梁结构因其结

构规则!而得到广泛研究
8

大量的数值方法.解析方法应

用于该结构的性能分析!并建立了很多相关模型
8

然而!

这些研究大多是以等截面的梁结构作为研究对象!在实

际的
0/0.

结构中!由于性能优化的需要!往往很少采

用这种简单的单一等截面梁结构!而是由各种变截面

梁.等截面梁相互串联.并联构成的复杂结构!例如作者

所研究的静电驱动蝴蝶结状双端固支梁结构
8

静电驱动的蝴蝶结状双端固支梁结构最早由雷声

"

)F

D

>E96H

#公司的
Z67B?OG>E

研究小组应用于
)-

0/0.

开关!并获得成功'

#

(

8

此后!

0@7BFRGH

及
Z67BY

?OG>E

等人也分别在其
)-

开关中使用了类似结

构'

!

$

S

(

!

2E9H

等人'

L

(则将该结构用于残余应力的在线

测量
8TE@

等人在文献'

J

!

K

(中对该结构进行了深入研

究!讨论了温度及残余应力对吸合电压的影响!其主要

研究手段为有限元方法
8

但是!由于有限元方法所建模

型仅针对特定尺度的结构!无法具备通用性并用于系统

级设计
8

因此!有必要针对这类结构研究相应的模型
8

0/0.

节点设计法是实现
0/0.

系统级仿真常用

的一种方法!它为
0/0.

设计者提供了系统级的仿真

环境
80/0.

节点化的思想来源于电路!在电路系统

中!

VG<:EE67II

电流定律认为在每个电路节点上任何瞬

时流入电路节点的电流代数和等于零!而在机械结构

中!每一节点处的力或力矩之和为零!两者非常类似
8

因

此!可以考虑将
0/0.

系统划分为一些基本的子单元!

让其类似电路中的基本电子元件一样可以连接起来构

成各种各样的复杂结构!只要有相应单元的等效电路模

型!即可在电路仿真系统中实现
0/0.

系统的性能分

析
8

通过对大量
0/0.

器件结构进行分析!发现很多

0/0.

器件确实可以由一些最基本的单元组合而成!

如锚单元.梁单元.板单元.质量块单元等
8

由此!

0/0.

节点化的主要工作就是寻找这些最基本的单元!并对每

个基本单元进行集总参数建模!建立用于描述单元对外

部激励响应的行为模型!并将其转化为等效电路
8

目前!

0/0.

节点化设计方法研究以
(2 9̂<̀9Y

79

D

'

%

$

#$

(和
2F<H9
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G909776H

大学'

##

$

#S

(为代表!已建立

了丰富的单元模型库!可以对梳齿驱动这样的复杂结构

进行仿真
8

但是!总结这两个研究团体的已有工作!所建

模型多为平板.等截面梁等非常规则的结构!对于渐变

截面梁这些稍复杂的单元却没有研究!因此无法对蝴蝶

结状双端固支梁结构进行分析!这在很大程度上限制了

节点法的应用范围
8

因此!本文的目的是对静电驱动蝴

蝶结状双端固支梁结构进行节点化的研究!将节点分析

法扩展到渐变截面梁结构!拓展
0/0.

节点设计方法

的适用范围
8

所采用的研究方法是直接从梯形梁控制方

程出发!使用伽辽金残余法对方程进行处理!建立静电

驱动梯形梁的节点化模型
8

在
[.

A

G:9

中求解所建模型!

并用
0/0.

有限元软件以及文献中给出的实验结果进

行验证
8

E

!

模型

图
#

为
)-0/0.

开关中常见的静电驱动蝴蝶结

状双端固支梁结构!上电极是一个蝴蝶结状的双端固支

梁!在静电驱动下可以作垂直方向的运动!下电极与衬

底固定
8

根据
0/0.

节点法的基本思想!该结构可以划

分为两种基本单元!即等截面的梁单元和截面宽度线性

变化的梯形梁单元!而等截面梁单元可以视作梯形梁单

元在两底边等长时的一种特例
8

因此!对于该结构的节

点化分析!只需要建立静电驱动的梯形梁单元模型即可

实现整个结构的系统级仿真
8
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静电驱动蝴蝶结状双端固支梁
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静电驱动梯形梁单元模型
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节点化划分后的静电驱动梯形梁单元结构如图
!

所示!上电极为一等腰梯形梁!可以在激励电压
C

"

)

#驱

动下作垂直方向运动
8

梯形的上下底边长分别为
&

!

和

&

#

!高为
$

!厚为
6E

下电极固定!与上电极初始间距为

:

$

!其形状与大小根据实际开关结构有所不同
8

通过对

绝大多数实际开关的考察!下电极的形状通常为矩形并

且其尺寸往往大于或等于上电极的对应部分!这里为了

建模方便!将下电极视作与上电极同样尺寸!并用平板

电容表征上下电极间的电容
8

在
0/0.

结构中!由于梁

单元高跨比通常很小!即梁的截面厚度与梁长度相比小

很多!因而!弯曲变形是主要的!剪切变形与转动惯量的

影响很小可以忽略
8

由此!采用欧拉梁理论对结构进行

分析是合理的'

#L

(

8

坐标系的选择如图
!

所示!坐标原点

位于梯形梁左底面中心!

Q

轴沿中性轴方向!

;

轴垂直

向上!根据结构动力学基本理论'

#L

(

!并考虑边缘场效

应'

#J

(

!可得到梯形梁在静电力驱动下的运动方程为$
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#式分别表示横向运动的控制方程和轴向运

动的控制方程!式中
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参数
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为梯形梁材料的有效杨氏模量!对于窄

梁
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!宽梁
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8

为梁材料的杨氏模

量!
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下

面用伽辽金残余法对梁的运动方程进行处理!得到梯形

梁单元的刚度矩阵.质量矩阵及阻尼矩阵
8

首先考虑垂

直运动的控制方程!令位移矢量为$
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#式!再对其中的

线性回复力项及拉伸力引起的非线性力项进行两次分

部积分!可以得到等效积分的/弱0形式!消去边界力项

后可解得相应的线性刚度矩阵.质量矩阵.阻尼矩阵和

集总的非线性拉伸力与非线性静电力项
8

解得的线性刚

度矩阵为$
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显然!在
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时!梯形梁即成为等截面梁!其刚度矩

阵也成为等截面梁的刚度矩阵'

#"

(

8

同样可验证!相应的

质量矩阵.阻尼矩阵.集总非线性拉伸力以及非线性静

电力项也与等截面时结果一致
8

对于轴向运动方程!同样采用伽辽金残余法进行处

理
8

位移矢量取为
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通过类似横向运动方程的处理过程后!可得到相应于轴

向运动的线性刚度矩阵.质量矩阵.阻尼矩阵与集总非

线性轴向力
8

将以上解得的横向运动和轴向运动的线性刚度矩

阵.阻尼矩阵.质量矩阵.非线性机械力及静电力项进行

综合!即可得到描述六自由度静电驱动梯形梁单元的二

阶非线性常微分方程组$
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,

H6H

b

7GH9F<

5

G

4

,

9

5 "

(&

#

式中
!

矩阵'

!

(!'

X

(!'

7

(都是
JaJ

的正定矩阵!分别

表示六自由度梯形梁单元的线性刚度矩阵.阻尼矩阵和

质量矩阵&六维向量4

=

"

)

#5!4

=

*

"

)

#5!4

=

**

"

)

#5分别表

示梁两端节点在
J

个自由度方向上的位移.速度和加速

度&向量4

,

H6Hb7GH9F<

5表示集总的非线性机械力部分!体现

了横向运动对轴向的影响&向量4

,

9

5表示集总的非线性

静电力!由于静电力的集总无法直接积分!这里对积分

项进行了泰勒展开!并取五阶近似
8

G

!

等效电路

根据梯形梁单元运动方程推导得到的二阶非线性

常微分方程组可以用多种方式进行求解!如硬件描述语

言.等效电路.

0+4,+̂

等!其中硬件描述语言及等效

电路可以更方便地实现与电路系统的混合仿真
8

本文采

用
.;12/

语言建立等效电路实现静电驱动梁单元模

型!以电路仿真软件
[.

A

G:9

为仿真平台
8

将"

#L

#式改写为$

'

!

(4

=

"

)

#5

U

'

X

(4

=

*

"

)

#5

U

'

7

(4

=

**

"

)

#5

U

4

,

H6H

b

7GH9F<

5

U

4

R

,

9

5

G

$

"

('

#

令4

H

"

)

#5

d

4

=

*

"

)

#5!4

H

"

)

#5实质上是节点的速度向

量!则"

#J

#式可等效为$

$ 7

' (

7 X

H

"

)

#

=

"

)

4 5

#

[

U

R

7 $

$

' (

!

H

"

)

#

=

"

)

4 5

#

U

!

$

,

H6H

b

4 5

7GH9F<

U

$

R

4 5

,

G

$

"

(*

#

这是一组一阶非线性常微分方程!将式中速度向量4

H

"

)

#5与位移向量4

=

"

)

#5组成的
#!

维向量的零阶项定

义为跨量!力项定义为穿量'

!$

(

!根据电路理论中
V2,

!

V5,

定律所描述的穿量及跨量关系!可以直接构建相

应的等效电路
8

其中线性项可以直接用无源器件电阻.

电容来表示!非线性项可以用受控源表示'

!#

(

8

H

!

模型验证

以图
#

所示的静电驱动蝴蝶结状
)-0/0.

开关

和文献'

!!

(给出的光栅为例!通过对吸合电压及吸合位

置的求解!来验证模型的仿真精度!并与
26R9H>6<\F<9

软件仿真结果及文献给出的实验结果进行比较
8

对于图
#

所示蝴蝶状结构!为便于观察梁的最大节

点位移!将该结构划分为图
W

所示的
S

个静电驱动梯形

梁单元!左右两端梯形梁分别对应
ZF

A

#

!

ZF

A

S

单元!中

间等截面梁部分划分为等长的两个静电驱动梯形梁单

元$

ZF

A

!

和
ZF

A

W8

由于两端梯形梁部分没有对应的下

电极!可将其作为机械梁来处理!令其驱动电压为
$

即

可
8

梁的结构参数为$总长
WL$

#

O

!梯形梁部分长
LL

#

O

!

等截面梁部分长
!S$

#

O

!左右两端宽
!#$

#

O

!窄梁部分

宽
#$$

#

O

!梁厚
!

#

O

!上下极板初始间距
!

#

O

!下极板

与上极板等截面梁部分完全重合
8

梁材料为多晶硅!杨

氏模量取
#JLZ;F

!泊松比取
$]!W8

为了更合理地反映所建模型本身的精确度!这里的

锚区是作为理想锚单元来处理的
8

同样!在
26R9H>6<

软

件中也不考虑非理想锚的影响
8

有限元网格划分如图
S

所示!上极板采用
49><FE9B<F7

网格单元进行划分!下极

板为规则矩形!可选用
0FHEF>>6HC<G:̀?

单元进行分

网
8;@77YGH

分析的结果如图
L

所示!梯形梁模型解得的

吸合电压为
WK]%L5

!吸合位置位于
b$]"W"L!

#

O

处&

26R9H>6<

软件中
26.67R9

求解器解得的吸合电压为

W%]$KL5

!吸合位置位于
b$]%%!W

#

O

处
8

梯形梁模型除了适用于蝴蝶结状梁结构!对普通的

等截面梁结构同样适用!第二个实例将对此进行验证
8

图
W

!

蝴蝶结状双端固支梁的节点化模型

-G

N

8W

!

*6BF7O6B976IC6XY>G9?EF

A

9BIG_9BYIG_9BC9FO

图
S

!

蝴蝶结状双端固支梁网格化模型

-G

N

8S

!

09?EO6B976IC6XY>G9?EF

A

9BIG_9BYIG_9BC9FO

)%)#



第
#!

期 李
!

敏等$

!

静电驱动蝴蝶结状双端固支梁的节点分析法

图
L

!

蝴蝶结状双端固支梁吸合电压分析

-G

N

8L

!

;@77YGHFHF7

D

?G?6IC6XY>G9?EF

A

9BIG_9BYIG_9BC9FO

图
J

!

多色谱仪光栅结构

-G

N

8J

!

;67

D

:E<6OF>6<

N

<F>GH

N

?><@:>@<9

文献'

!!

(给出的多色谱仪光栅结构如图
J

所示!上电极

是一个等截面的双端固支梁!梁长
L$$

#

O

!梁宽
#$

#

O

!

梁厚
!]!#

#

O

!下电极由两个极板组成!对称位于结构两

端!每个下电极长
%$

#

O

!宽
#$

#

O

!上下电极初始间距为

!]#W

#

O8

固支梁材料为多晶硅!由于文献中没有给出相

应工艺条件下的多晶硅材料参数!这里杨氏模量取常用

的
#JLZ;F

!泊松比
$]!W

!残余应力在文中工艺条件下

控制的很小"

L0

A

F

以内#!可以近似取为
$8

用静电驱动

梯形梁模型对其进行仿真!同样节点化划分为
S

个基本

单元!每个梯形梁单元的两底边设为等长!中间两个单

元驱动电压设为零
8[.

A

G:9

仿真结果与文献给出的实

验结果比较如图
K

所示!梯形梁模型解得的吸合电压为

#SS]!K5

!吸合位置位于
b#]K"LK

#

O

处&实验测得的吸

合电 压 约 为
#WL5

!而 作 者 认 为 吸 合 位 置 至 少 在

b#]KL

#

O

处
8

与有限元及实验的比较结果表明!所建模型具有很

高的精确度!此外!模型的仿真速度要远远高于有限元!

实例中两个结构的
;@77YGH

仿真时间都在
##?

左右!而在

图
K

!

多色谱仪光栅结构吸合电压分析

-G

N

8K

!

;@77YGHFHF7

D

?G?6I

A

67

D

:E<6OF>6<

N

<F>GH

N

?><@:>@<9

同一台计算机上!

26R9H>6<

软件的仿真时间需要
!E

以上
8

I

!

结论

建立了静电驱动梯形梁单元的节点化模型!构建了

模型的等效电路!可以方便地实现静电驱动蝴蝶结状双

端固支梁结构的节点化分析!该模型同样也适用于等截

面的梁结构
8

与有限元及实验结果吻合较好!仿真速度

快!可以显著提高相关结构
0/0.

系统的设计效率
8

模

型中已经考虑非线性轴向拉伸及边缘场效应!对相关结

构的设计有一定参考价值
8
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