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摘要 : 以多级弯曲磁微梁执行器为研究对象 ,先采用梁的模态函数线性组合来逼近梁的变形曲线 ,然后利用磁路

定律 ,考虑了在宏观磁执行器中忽略的磁芯磁阻 ,建立了考虑力2磁耦合的非线性方程组 ,克服了以往的磁微执行

器模型不能考虑力2磁耦合 ,而且忽略磁芯磁阻的缺点. 计算结果与实验数据及有限元计算结果对比表明 ,文中的

模型有足够的精度 ,可以作为宏模型使用.
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1 　引言

磁驱动微执行器具有响应速度快、作用力大、驱

动电压低等优点 ,因此 ,尽管在制造工艺等方面存在

困难 ,但仍然得到人们的格外重视. 近年来 ,人们提

出了多种磁微执行器/ 执行器[1～8 ] ,其中 ,Ahn 提出

的多级弯曲磁芯微梁执行器具有良好的应用前

景[3 ] . 与静电执行器类似 ,磁微梁执行器中的磁场力

与微梁的弹性变形耦合 ,是典型的与弹性变形相关

的非线性力. 但同静电执行器已有的详尽模型[9～15 ]

相比 ,目前的磁微梁执行器的模型[2～4 ] 过于简单 ,不

能满足需要. Tilmans 提出了基于结构模态函数的

分布参数力2磁耦合宏模型[ 12 ] ,但该模型忽略了磁

芯磁阻. 对于宏观器件 ,由于磁芯磁导率远大于磁隙

中的空气磁导率 ,磁芯磁阻相对于磁隙磁阻很小 ,可

以忽略. 但对于磁微执行器 ,微磁芯磁阻是不可忽略

的[3 ,4 ] . Ahn 虽然提出了考虑微磁芯磁阻的理论计

算模型[3 ] ,但他忽略了弹性变形2磁耦合 ,将梁的弹

性变形与磁场力分开计算 ,在梁的弹性变形量与磁

隙相比很小的情况下 ,有良好的近似精度[3 ] ,而且该

模型只是一个集中参数模型. Nami 提出了一个考

虑微磁芯磁阻的耦合模型[4 ] ,但该模型也只是一个

低精度的集中参数模型.

针对分布参数多级弯曲磁微梁执行器 ,虽然我

们曾给出了一种宏模型[16 ] ,但该模型也没有考虑磁

芯磁阻. 本文提出一个考虑微磁芯磁阻和弹性变形2
磁耦合的有足够精度的且相对简单的分布参数宏模

型. 采用梁的模态函数线性组合来逼近梁的变形曲

线 ,并利用磁路定律 ,考虑了微磁芯磁阻 ,首次建立

了考虑弹性变形2磁耦合的方程组. 将计算结果与文

献[3 ]中的实验数据及有限元计算结果对比表明 ,当

只用第一阶模态函数时 ,模型就已具有相当的精度 ;

当用前二阶模态函数时 ,模型有足够的精度 ,可以作

为宏模型使用.

2 　考虑微磁芯磁阻的微梁执行器力2
磁耦合小信号模型

　　图 1 是多级弯曲磁微梁执行器的结构示意

图[3 ] .图中 ,磁芯的一部分作为感应部分制作在硅基

底上 ,磁芯的另一部分则作为执行器的执行部分 ,其

力学模型是一等截面悬臂梁 ,见图 2. 上下极板重叠

部分长度为 L - Lol . 当线圈通上电流 IA = I0 + i ( t)
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时 ,悬臂梁 (上极板) 在磁场力作用下发生弯曲 ,其

中 , I0 是直流偏置电流强度 , i ( t) 是交变信号 ,一般

I0 µ i ( t) . 不考虑边缘效应 ,梁的运动方程可以写为

ρbh
52 y ( x , t)

5 t2 + c
5 y ( x , t)

5 t
+ EI

54 y ( x , t)
5 x4

= f ( x , y ( x , t) , t) (1)

式中 　E为弹性模量 ; I 为梁的截面惯性矩 ;ρ为梁

的密度 ; c 是阻尼 ; b 为梁的宽度 ; h 为梁的厚度 ; f

( x , y , t) 为作用于梁的磁场分布力 ,它不仅沿梁的长

度方向 ( x 向) 分布而且还与梁的弹性变形量 y 有

关. 设梁的位移 y ( x , t) 由前 N 阶线性模态组合而

成 ,则其解可以写为

y ( x , t) = Y0 ( x) + ŷ ( x , t) 　　　　

= Y0 ( x) + ∑
N

m = 1
<m ( x) qm ( t) (2)

其实质是用前 N 阶模态函数的线性组合来逼近梁

受磁场力时的变形曲线 , N 个系数 qm 是待求解的

未知量. (2) 式中 , Y0 ( x) 是微梁在直流偏置电流 I0

作用下的挠曲线 , <m ( x) 是梁在 Y0 ( x) 处的线性模态

函数.

图 1 　多级弯曲磁微梁执行器结构示意图 [3 ]

Fig. 1 　Schematic diagram of a multilevel meander

magnetic microactuator

图 2 　磁微梁执行器力学模型

Fig. 2 　A mechanical model of a multilevel meander

magnetic microactuator

将 ( 2 ) 式代入 ( 1 ) 式 , 利用模态函数的正交

性[17 ] ,并考虑到在梁的 x 方向 0～Lol处无磁场力作

用 ,可以得到如下 N 个方程组成的方程组

m i q
¨

i ( t) + ci q
·

i ( t) + ki q i ( t) +∫
L

0
<i ( x) 54 Y0 ( x)

5 x4 d x

=∫
L

0
<i ( x) f ( x , y , t) d x =∫

L

Lol

<i ( x) f ( x , y , t) d x

i = 1 , ⋯, N 　　　(3)

式中 　m i 是第 i 阶模态质量 , m i =ρbh∫
L

0
<2

i ( x) d x ;

ki 是第 i 阶模态刚度 , ki = EI∫
L

0
<i ( x)

54 <i ( x)

5 x4 d x ; ci

= c∫
L

0
<2

i ( x) d x. 为了计算 (3) 式右边的积分项 (模态

磁场力) ,将梁在长度方向磁场力作用区间 [ Lol , L ]

内分为 M 等分 ,分段长度Δ= ( L - Lol ) / M ,分段点

x 向坐标分别为 : x0 = Lol , x1 = Lol +
L - L ol

M
, x2 = Lol

+ 2 ×
L - L ol

M
, ⋯, x M = L . 在每个分段内 ,将梁视为

与 x 轴平行 ,磁场力在每个分段内分别视为均匀分

布 ,相应的弹性变形量 ( y 方向位移) 由两个分段点

的弹性变形量做线性插值得到 ,则 (3) 式写为

m i q
¨

i ( t) + ci q
·

i ( t) + ki q i ( t) +

∫
L

0
<i ( x)

54 Y0 ( x)

5 x4 d x = ∑
M

j = 1
<i (

x j - 1 + x j

2
) ×

f [
x j - 1 + x j

2
,

y ( x j - 1 ) + y ( x j )
2

]Δ

i = 1 , ⋯, N 　　　　(4)

式中

　x =
x j - 1 + x j

2
;

y =
y ( x j - 1 ) + y ( x j )

2
=

Y0 ( x j - 1 ) + Y0 ( x j )
2

+

∑
N

m = 1
<m ( x j - 1 ) qi ( t) + ∑

N

m = 1
<m ( x j ) qi ( t)

2

　　现在计算磁场力. 磁路中的总能量为[3 ,4 ]

W mag =
n2 I2

A

2 ( Rcore + Rgap )
(5)

式中 　n 为线圈匝数. 磁路中磁芯的磁阻 Rcore =

lcore

μA c
, lcore为磁芯长度 , A c 为磁芯截面积 ,μ为磁芯磁

导率 ,极板间磁阻为 Rgap . 由于极板 (梁) 在长度方向

被分为 M 段 ,每个分段内的梁视为与 x 轴平行 ,所

以极板可以看作由 M 个小极板构成. 忽略边缘效

应 ,对于第 j 个小极板 ,根据磁路定律[8 ]可以得到其

磁阻为
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R j ( q1 ( t) , q2 ( t) , ⋯, qN ( t) ) =
Mg

μ0 A g
- M

Y0 ( x j - 1 ) + Y0 ( x j ) + ∑
N

m = 1
<m ( x j - 1 ) qm ( t) + ∑

N

m = 1
<m ( x j ) qm ( t)

2μ0 A g
(6)

式中 　A g = b( L - Lol ) 为上下极板重合面积 , b 为极

板宽度 ,则 M 个小极板磁阻并联构成的总磁阻就是

R gap = ∑
M

j = 1

1
R j

- 1

. 根据能量与作用力之间的关系[4 ]

可以得到作用于第 j 个小极板的磁场力为

f ( x j - 1 + x j

2
,

y ( x j - 1 ) + y ( x j )
2

, t)Δ =

5W mag

5 (
y ( x j - 1 ) + y ( x j )

2
)

=

n2 I2
A R2

gap

2 ( Rcore + Rgap ) 2 × M
μ0 A g R2

j

(7)

R j , Rgap是 N 个系数 q i 的函数 ,将 (7) 式代入 (4) 式

就得到了关于这 N 个系数 q i ( t) 的 N 阶非线性方程

组

m i q
¨

i ( t) + ci q
·

i ( t) + ki q i ( t) +

∫
L

0
<i ( x) 54 Y0 ( x)

5 x4 d x =

I2
A Fi ( q1 ( t) , q2 ( t) , ⋯, qN ( t) ) , 　i = 1 , ⋯, N (8)

式中

Fi ( q1 ( t) , q2 ( t) , ⋯, qN ( t) ) =
Mn2 R2

gap

2μ0 A g ( Rcore + Rgap ) 2 ×

( ∑
M

j = 1

<i ( x j - 1 + x j

2
)

R2
j

) . 求解方程 (8) ,可以得到 N 个

模态坐标响应 q i ( t) .

当分段数目 M 为无穷大时 ,Δ= ( L - Lol ) / M =

d x , 则 有
A g

M
= bd x , x =

x j - 1 + x j

2
, y ( x ) =

y ( x j - 1 ) + y ( x j )
2

, R j ( q1 ( t) , q2 ( t) , ⋯, qN ( t) ) =

g - y ( x)
μ0 bd x

, Rgap = ∫
L

L
ol

μ0 bd x
g - y ( x)

- 1

.

在通常的宏观器件中 (非 MEMS 器件) ,磁芯磁

阻 Rcore远远小于磁隙磁阻 Rgap ,近似为 0. 则 (7) 式写

为

f ( x , y ( x) , t) d x =
n2 I2

Aμ0 b
2 ( g - y ( x) ) 2 d x (9)

将 (9) 式代入 (1) 式 ,并考虑到 IA = I0 + i ( t) , y ( x , t)

= Y0 + y
^

( x , t) ,得

ρbh
52 y
5 t2 + c

5 y
5 t

+ EI
54 y
5 x4 = 　　　　

n2 ( I0 + i ( t) ) 2

2
×

μ0 b

( g - ( Y0 + y
^

( x , t) ) ) 2

(10)

由于 i ( t) ν I0 ,而且变形量 ŷ ( x , t) 也很小 ,则将上式

右边在 ( I0 , Y0 ) 处做 Taylor 展开取线性项 ,再考虑

到 Y0 就是对应于直流偏置量 I0 的静态位移 ,则可

化简上式得到小信号模型

ρbh
52 ŷ
5 t2 + c

5 ŷ ( x , t)
5 t

+ EI
54 ŷ
5 x4 =

n2 I0μ0 b
( g - Y0 ( x) ) 2 i ( t) +

n2 I2
0μ0 b

( g - Y0 ( x) ) 3 ŷ ( x , t) (11)

该式与 Tilmans 的结论完全相同[12 ] .

但在 M EMS 器件中 ,工艺原因使得 Rcore 相对

Rgap不能忽略[4 ] ,则 (7)式写为

f ( x , y , t) d x =

n2 I2
A ( ∫

L

Lol

μ0 bd x
g - y ( x)

- 1

) 2

2 ( Rcore + ∫
L

Lol

μ0 bd x
g - y ( x)

- 1

) 2
×

μ0 b
( g - y ( x) ) 2 d x (12)

同样 ,将 (12)式代入 (1)式 ,并将上式右边在 ( I0 , Y0 )

处做 Taylor 展开取线性项 ,再考虑到 Y0 就是对应

于直流偏置量 I0 的静态位移 ,得到考虑 Rcore的磁微

梁执行器小信号模型

ρbh
52 ŷ
5 t2 + c

5 ŷ
5 t

+ EI
54 ŷ
5 x4 = 　　　　　　

n2 I0

( Rcore∫
L

L
ol

μ0 bd x
g - Y0 ( x)

+ 1) 2
×

μ0 b
( g - Y0 ( x) ) 2 i ( t) +

1

( Rcore∫
L

L
ol

μ0 bd x
g - Y0 ( x)

+ 1) 2
× n2 I2

0μ0 b
( g - Y0 ( x) ) 3 -

n2 I2
0 Rcore∫

L

L
ol

μ0 bd x
( g - Y0 ( x) ) 2

( Rcore∫
L

Lol

μ0 bd x
g - Y0 ( x)

+ 1) 3
×

μ0 b
( g - Y0 ( x) ) 2 ŷ

(13)

3 　算例

3 . 1 　微梁静态位移的计算

为了检验本文计算模型的精度 ,采用文献[ 3 ]中

的多层弯曲磁微梁执行器参数 (见表 1) ,将本文的

计算结果与文献[ 4 ]的实验测量结果做对比. 由于文
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献[ 4 ]只给出了静态结果 ,即令 i ( t) = 0 , I0 从 01 2A

开始一直加到 019A ,而且梁的初始位置 Y0 = 0 ,所

以本文也将计算静态值.

表 1 　多层弯曲磁微梁执行器参数 [3 ]

Table 1 　Parameters of the magnetic microactuator

参数 数值

极板间距 , g 10μm

梁宽度 , w 25μm

梁厚度 , t 21 5μm

梁长度 ,L 780μm

极板重叠长度 ,L - Lol 770μm

梁弹性模量 , E 2. 06 ×108 Pa

线圈匝数 , n 17

磁心长度 , lcore 2400μm

真空磁导率 ,μ0 4π×10 - 7 H/ m

磁心相对磁导率 ,μr 500

将以上各式中与时间有关的量略去 ,采用悬臂

梁未变形 ( Y0 = 0) 时模态函数 ,由 (8) 式得静态模型

( N 阶非线性方程组)

ki q i = I2
0 Fi ( q1 , q2 , ⋯, qN ) , i = 1 , ⋯, N (14)

对于不同的电流强度 I0 ,求解方程 (14) ,可以得到

N 个模态坐标静态值 q i ,再按 (2) 式即可得到对应

梁的变形曲线.

以文献[3 ]中的悬臂梁端点 ( x = L) 处的弹性变

形量实验测量结果为准 ,将本文的计算结果 ( x = L

处)与其对比 ,如图 3 所示. 由图可见 ,当梁位移小于

5μm 时 ,三条曲线基本重合. 当梁位移大于 6μm 时 ,

带三角及带方框的曲线仍然几乎重合 ,但带加号的

曲线与带三角及带方框的曲线明显不重合. 这说明

在梁位移很小时 ,模态数目 N 和积分分段数目 M

对计算结果影响较小 ;当梁位移较大时 ,模态数目

N 的多少对计算结果有较明显的影响 ,而积分分段

数目 M 的多少对计算结果的影响不显著. 这是由于

梁的变形 (不大于极板间距 10μm) 相对梁的长度

780μm 非常小 ,梁的变形曲线几乎是一条直线 ,所

以积分分段数目 M 对计算结果影响较小.

由图 3 还可见 ,当电流 I0 < 01 8A 时 ,本文的计

算结果与实验测量结果吻合得较好. 从电流 I0 >

018A 开始 ,实验结果中 ,磁芯 B2H 的非线性影响开

始出现 ,磁路开始逐渐饱和[4 ] ,由此产生的磁场力增

加量也逐渐减小. 所以本文结果与实验结果偏差开

始增大. 从图中还可见到模态数 N 取为 2 ,积分分段

数目 M 取为 5 时的计算结果更精确.

图 3 　计算结果与实验结果 [3 ]对比

Fig. 3 　Comparison of the micrbeam tip deflection using our

mode result s and experimental results with that obtained in

Ref . [3 ]

3 . 2 　微梁所受的磁场力计算

得到微梁在直流电流作用下的静态位移后 ,利

用 (6) , (7)式可以计算微梁所受的磁场合力. 为了比

较本文的计算精度 ,我们采用了文献[ 4 ]中所提的有

限元法 (ANSYS)近似计算微梁所受的磁场合力. 图

4 是计算结果. 从图中可见 ,当电流较小时 ,四条曲

线几乎完全重合 ;当电流较大时 ,按文献 [ 4 ]中所提

的近似法的计算结果和 N = 2 , M = 5 的计算曲线依

然近似重合 , N = 1 , M = 3 和 N = 1 , M = 5 时的曲线

近似重合 ,但与按文献[ 4 ]中所提的近似法的计算结

图 4 　微梁所受的磁场合力

Fig. 4 　Comparison of the total magnetic force acting on the

cantilever microbeam using our mode result s and an approx2
imation algorithm result s[4 ]
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果和 N = 2 , M = 5 的计算曲线有较明显地分离. 这

说明 ,当电流较小时 ,模态数目 N 和积分分段数目

M 对计算结果影响较小 ;当电流较大时 ,模态数目

N 比积分分段数目 M 对计算结果影响更明显 ,模态

数目 N 越多 ,计算精度显然越高 ,而积分分段数目

M 对计算结果影响较小 ,原因如前所述. 图中 ,采用

有限元法计算磁场能量时 ,忽略了 B 和 H 的非线性

影响 ,所以得到的磁场力随着电流的增大而增大.

4 　小结

提出一个考虑微磁芯磁阻和弹性变形2磁耦合

的有足够精度的且相对简单的宏模型. 采用梁的模

态函数线性组合来逼近梁的变形曲线 ,将求模态磁

场力的积分项分段求积 ,并利用磁路定律 ,考虑了微

磁芯磁阻 ,首次建立了考虑弹性变形2磁耦合的非线

性方程组. 方程组的复杂程度 (阶数) 由所取的模态

阶数决定. 计算结果同文献[3 ]的实验数据及有限元

计算结果对比表明 ,当只用第一阶模态函数时 (方程

阶数为一) ,模型就已具有相当的精度 ;当用前二阶

模态函数时 (方程阶数为二) ,模型有足够的精度 ,可

以作为宏模型使用.
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A Mechanical2Magnetic Coupl ing Macromodel for

a Magnetic Microbeam Actuator 3

Fang Yuming1 ,2 , Huang Qing’an1 , and Li Weihua1

(1 Key L aboratory of M EM S of Minist ry of Education , S outheast Universit y , N anj ing 　210096 , China)

(2 Department of I n f ormation Engineering , N anJ ing Universi t y of Posts and Telecommunication , N anj ing 　210003 , China)

Abstract : A mechanical2magnetic coupling macromodel for a magnetic microactuator with a multilevel meander is presented.

The deformation curve of a microbeam is approximated by linear combination of modal functions for the cantilever2beam. The in2
tegration for the magnetic force is calculated by dividing the microbeam into several intervals ,and the nonlinear equation set has

been developed based on the magnetic circuit p rinciple. The complexity of the macromodel depends on the selection of modal

number. In comparison with previous conventional models ,this macromodel account s for the coupling between the beam deflec2
tion and magnetic force. The macromodel is validated by comparing it s result with experimental result s available in some litera2
tures.

Key words : magnetic microactuator with a multilevel meander ; force2magnetic coupling ; macromodel ; cantilever beam
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