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摘要 : 利用 Broyden 算法 ,通过自洽求解一维半导体量子线的电子浓度分布和电势分布 ,和常用的牛顿法以及逐

次超松弛 (SOR)法相比较 ,确认了 Broyden 算法的收敛结果正确 ,并减少了达到收敛的迭代步数 ,是对于薛定谔方

程和泊松方程组成的非线性方程组系统自洽求解的有力工具.
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1 　引言

根据最新的 2004 年国际半导体技术蓝图

( ITRS) [1 ] 预测 , 2005 年微处理器 ( microp rocessor

unit ,MPU) 的物理栅长为 32nm ,而 2010 年仅为

18nm. 器件的尺度已经接近或小于电子的平均自由

程. 电子的输运可以看作是弹道输运 (电子无散射地

穿过器件)或准弹道输运 (电子在穿过器件时只散射

一次或几次) [2 ] .

这种量子输运将使纳米半导体器件具有与通常

半导体器件不同的特性 ,电子的波动特性必须加以

考虑 ,在电磁波 (包括光波)中常见的干涉、相干的现

象也会在电子的输运中表现出来. 因此基于量子力

学的数值模拟技术在量子器件性能的求解与计算机

辅助设计方面正起着愈来愈大的作用. 量子输运模

型和计算机模拟对新器件概念的理解与开发新纳米

功能器件有着重大的指导意义.

量子效应的引入 ,不仅使器件物理机制更加复

杂 ,也显著增加了数值计算的复杂性. 对薛定谔方程

的处理常伴随着大规模稀疏复杂矩阵运算 ,矩阵特

征值和特征向量的求解 ,使得数值模拟时间和空间

的复杂性有明显增加. 同时自洽求解的收敛性也将

直接影响模拟的速度和精度 ,特别是当势垒分布较

为复杂、初始猜解和收敛结果相差较远时 ,易出现薛

定谔方程和泊松方程的耦合出现很大的迭代误差 ,

甚至造成发散而使求解失败的现象.

因此提高自洽求解薛定谔和泊松非线性方程组

的可靠性与速度 ,对于量子器件的模拟具有十分重

要的意义. 国内外针对此问题进行了许多研究 ,例

如 ,利用变尺度的方法加快收敛性[3 ] . 近来国外有学

者[4 ]利用文献[5～7 ]中的 Broyden 算法来研究薛定

谔和泊松非线性方程组耦合求解器件输出电流. 本

文首次利用 Broyden 算法来研究一维纳米线的电中

性问题. 完成了电中性条件下一维量子线的泊松和

薛定谔的加速求解 ,为二维弹道输运量子器件模拟

提供了良好的边界条件.

2 　Broyden 算法描述

牛顿迭代法是求解非线性方程组常用的迭代算

法 ,它的思想在于将非线性方程组逐步线性化 ,从而

将非线性方程组求解转换为线性方程组的求解. 在

牛顿法中 ,需要计算雅可比矩阵及其逆 ,但是其逆矩

阵可能不存在 ,使得牛顿法无法进行. 而且 ,牛顿算

法初始点的选取只能在真实解的适当领域内 ,否则

算法产生的点列可能不收敛. 因此通过对雅可比矩

阵引入修正 ,用适当正定的矩阵代替原有的雅可比
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矩阵 ,由此产生的算法称为拟牛顿法. 拟牛顿法的修

正公式有秩 1 修正和秩 2 修正等较为简单的情形.

它们中有著名的 DFP 修正公式、BF GS 修正公式和

Broyden 算法族等. 其中 Broyden 算法是对迭代的

雅可比矩阵加上一个秩为 1 的修正矩阵[ 8 ] .

本文中要介绍的 Broyden 算法是指由 Broy2
den[5 ] 首先提出 ,经过 Johnson[6 ] 和 Eyert [7 ] 改进的

一种算法 ,特点是将求解非线性方程组的牛顿迭代

过程看成一个黑盒子 ,在黑盒子的输入和输出矢量

上根据每一步迭代误差进行修正 ,黑盒子内部的计

算过程并不改变. 黑盒子内部的计算方法可以是通

常所说的 Broyden 算法或者其他算法.

Broyden 算法的主要步骤为 :

输入变量和迭代参数 :迭代过程本步结果 xout ,

上步结果 (或初始值) xin ,预备使用历史记录的最大

值 M ≥0 ,松弛系数 0 <β≤1.

算法的内部变量初始化分配 :

(1)列向量 f ,2 M 组列向量Δf 1 , ⋯,M和Δx1 , ⋯,M ,

维数等于 xin .

M 维列向量 : b = [ b1 , ⋯, bM ] T ; p = [ p1 , ⋯,

pM ] T ;γ= [γ1 , ⋯,γM ] T ;

(2) M + 1 维列向量 : w = [ w0 , ⋯, wM ] T ;

(3) M ×M 维矩阵 A ≡{ ai , j } ;

(4) 标量 m = 1 ,代表从上次清零以来算法执行

次数 ;标量 n = 0 ,用作Δf 和Δx 的下标 ,表示最近

的记录写入位置.

算法描述 :

(1) 将迭代过程看成“黑盒子”,本步迭代造成

xin →xout ;

(2) if n > 0 ,Δf n = ( xout - xin ) - f ;

(3) f = xout - xin ;

(4) 开始计算 Broyden 算法的输出 : xout = xin +

βf ;

(5) 如果需要清零重置 ,则令 m = 1 , n = 0 ;

(6) k = min ( m - 1 , M) (代表使用的历史纪录

的数量) ;

(7) k = 0 , w k = 0 ; k > 0 , w k = 1 ;

(8) if k > 0 ,则按如下步骤完成计算 Broyden

算法的输出 :

(a) 初始化 : A = 0 , b = 0 ;

(b) for 1 ≤i , j ≤k , ai , j = ai , j + w i w j (Δf pi ·

Δf pj ) ;

(c) for 1 ≤i ≤k , bi = bi + w i (Δf pi ·f ) ;

(d) for 1 ≤i ≤k , ai , i = ai , i + ( w0 ) 2 ;

(e) 求解 k ×k 阶线性方程组 Aγ= b;

(f ) for 1 ≤i ≤k , xout = xout - w iγi (Δxpi +

βΔf pi ) ;

(9) if M > 0 ,

(a) n = n + 1 ;

( b) if n > M ,for i = 1 ,2 , ⋯, M - 1 , pi = pi + 1 ;

(c) pmin ( n , M) = n;

(d) Δxn = xout - xin ;

(10) if ‖xout - xin ‖<ε,则收敛退出 ;else m =

m + 1 , xin = xout ,返回步骤 (1) .

如果每次都执行算法第 (5)步 ,那么 Broyden 算

法就是松弛系数为β的逐次超松弛 ( SOR) 法. xout =

xin +β( xout - xin ) . Broyden 算法本身的空间复杂度

为 M2 + (2 M + 1) l x + 4 M ,其中 l x 为 xout 和 xin的维

数 ,如果可以动态分配存储空间 , M 只是迭代收敛

所用的步数与历史记录总数相比较小值 ,一般有 l x

µ M ,所以占用的存储空间通常只与未知量的维数

成正比. 算法使用一次的时间复杂度等于 k ×( k +

1) 次矢量乘法运算加上一次 k ×k 阶高斯消元法的

规模 ,相对于迭代过程几乎可以忽略.

3 　一维薛定谔与泊松非线性方程组的
Broyden 算法耦合求解

　　下面以求解一维半导体量子线自建电势分布来

验证 Broyden 算法的效率 ,并与牛顿迭代法或逐次

超松弛法收敛速度比较.

二维问题无论是薛定谔方程还是泊松方程在器

件的开放边界上 ,常以一维薛定谔和泊松方程的自

洽解作为边界条件. 在经典的半导体物理图像中 ,均

匀掺杂的 n + 半导体由于满足电中性条件和热平衡

条件 ,电子在空间上和施主杂质电离浓度处处相等 ,

没有自建电势. 而从量子物理角度分析 ,当导线宽度

变窄 ,例如小于 10nm ,由于电子波函数的量子效

应 ,电中性条件不再点点满足 ,而只满足积分形式的

电中性条件[5 ] . 因此就应该自洽求解导线中的泊松

方程和薛定谔方程 ,得到稳定收敛的自建电势分布、

满足电中性条件 (积分形式)的电子浓度分布和波函

数各能级的驻波等信息 ,才能作为二维问题的边界

条件.

如图 1 所示 ,Ω0 代表二维器件区域 ,第 i 根导

线Ωi 和器件Ω0 的交界 ,用Γi 表示 ,我们的一维自
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图 1 　求解区域和坐标

Fig. 1 　Schematic of simulation domain and local coordi2
nates

洽求解在此展开. 在Γi 处建立本地坐标 (ηi ,ξi ) . 矢

量η̂i 平行于导线壁 ,沿导线伸长方向. 矢量ξ̂i 垂直

于η̂i ,可以看成理想的一维半导体量子线. 假设导线

为宽度为 di 的无限高势垒 ,那么波函数在导线和势

垒的边界上为零 ,也就是ψi (ξi = 0) =ψi (ξi = di ) =

0 . 电子的一维定态薛定谔方程就是

-
∂2

2 m
3 ( l)
ξ

i

52ψ(ξi )

5ξ2
i

+ V i (ξi )ψ(ξi ) = Eψ(ξi )

(1)

其中 　m 3 ( l)
ξ

i
代表ξ̂i 方向上的电子有效质量 ; l 表示

不同有效质量的能谷. 在已知电势能 V i (ξi ) 情况下 ,

求解方程的特征值 ,可以得到本征能级 Ei ( l)
m 和本征

波函数ψ( l)
m (ξi ) .

在ξ̂i 方向上 ,电中性条件可以表示为

∫
di

0
ρ(ξi ) dξi = 0 (2)

电荷密度是掺杂浓度和载流子浓度的代数和

ρ(ξi ) = e( N +
d (ξi ) - N -

a (ξi ) + p (ξi ) - n(ξi ) )

(3)

对于均匀掺杂、浓度为 N +
d 的 n + 半导体来说 ,可以

简化为ρ(ξi ) = e ( N +
d - n (ξi ) ) , e 表示电子电荷. 其

中电子浓度可以由波函数和费米分布求出[9 ]

n(ξi ) =
kB T
π∂2 ∑

l
∑
m

g
( l)
v m 3 ( l)

η
i

m 3 ( l)
z

　
　
×

ln 1 + exp
Ei

F - Ei ( l)
m

kB T
| ψ( l)

m (ξi ) | 2 (4)

式中 　g
( l)
v 代表能谷的简并度 ; Ei

F 代表导线的费米

能级 ; m 3 ( l)
η

i
代表沿着导线方向的有效质量 ; m 3 ( l)

z 代

表垂直于器件所在二维平面方向的有效质量.

用 u(ξi ) 代表电势 ,一维泊松方程可以写成

-
d

dξi

ε(ξi )
d u(ξi )

dξi
=ρ(ξi ) (5)

并且满足边界条件5 u
5ξi ξ

i = 0
=

5 u
5ξi ξ

i = di

= 0 ,其中ε(ξi )

为半导体的介电常数 ,可以看成常量. 薛定谔方程中

电势能 V i (ξi ) = - u (ξi ) e ,因此 u (ξi ) 是自洽求解的

基本变量 ,也是最后输入 Broyden 算法的迭代结果.

由于势阱和边界条件对称 ,因此可以只计算半

边的波函数和电势 ,然后再对称映射到另一边 ,降低

计算复杂度. 采用均匀网格和有限差分 ( finite

difference)法对泊松方程和薛定谔方程进行离散

化 ,得到薛定谔特征值方程

A i ( l)
m ψ( l)

m (ξi ) = Ei ( l)
m ψ( l)

m (ξi ) (6)

和泊松线性方程组

T i u (ξi ) =ρ(ξi ) (7)

自洽求解是以电势初始猜测开始 ,假设电势能

V (ξi ) = 0 ,薛定谔方程 (1) 的解可以按照无限深方势

阱解析表示[10 ] ,能级 E是分立的 ,第 m 级的本征能

量为

E = Ei ( l)
m =

∂2π2 m2

2 m 3 ( l)
ξ

i
d2

i

(8)

对应的归一化本征波函数

ψi
m (ξi ) =

2
di

sin
mπ
di

ξi (9)

由 (4) 式计算电子浓度 ,若不满足电中性方程 (2) 就

调整费米能级 Ei
F ,直到 ∫

di/ 2

0
ρ(ξi ) dξi < ερ , 再把

ρ(ξi ) 代入泊松方程 (5) ,求出电势 u (ξi ) 再影响电势

能 V (ξi ) ,重新数值求解薛定谔方程 (1) 的本征值和

波函数. 如此反复 ,直到 ‖unew - uold ‖<εu ,可以认

为得到一维自洽解. 迭代过程中的新旧电势 unew ,

uold就是 Broyden 算法输入变量.

4 　Broyden 算法收敛效果

将以上迭代求解流程加以应用 ,我们自洽求解

了 1～9nm 的 5 种不同宽度的电势分布和电子浓度

分布 ,分别使用 Broyden 算法和逐次超松弛法 (包括

β= 1 时即牛顿迭代法) 进行收敛速度对比 ,采用同

样的收敛标准εu = 10 - 10 V. 各宽度下 Broyden 算法

的收敛解与逐次超松弛法的收敛解相比都满足
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‖uBroyden - uSOR ‖<εu ,说明两种算法收敛方向是一

致的. 在归一化的线宽坐标内 ,图 2、图 3 显示了ξ̂i

方向上使用 Broyden 算法收敛的电子浓度分布和导

带底电势能 EC 分布. 随着宽度不同 ,分布变化很

大. 1nm 的电子浓度分布非常近似于 sin 函数 ,是因

为势垒高度仅有 010078eV. 随着宽度增大 ,中央势

垒增高 (见表 1) ,同假设偏离的情况越严重 ,电子浓

度的分布就越复杂 ,并最终在两侧形成峰 ,中央形成

谷. 由于保证电中性和掺杂浓度不变 ,图 2 中所有曲

线下的面积积分都相等. 在实际线宽坐标下 ,将电子

浓度做成图 4 ,可以明显看出 ,当电子浓度形成双峰

之后 ,峰值离边界的距离基本不变 ,都是在 114nm

左右 ,说明波函数基态峰值偏离边界处的无限高势

垒距离趋于稳定 ,而且可以从图 3 和表 1 中看出 ,趋

近 9nm 时自建势垒的高度也趋近极限 01132eV.

图 2 　掺杂相同时 ,归一化宽度下的电子浓度分布

Fig. 2 　Elect ron density along the scaled width with the

same doping

图 3 　掺杂相同费米能级的位置也相同时 ,归一化的宽度下导

带底电势能分布

Fig. 3 　Elect ric potential along the scaled width at Ef =

0eV with the same doping

图 4 　实际宽度下量子线自洽的电子浓度分布

Fig. 4 　Elect ron density along the real width with the

same doping

表 1 　不同宽度自建势垒高度以及 Broyden 算法与逐次超松

弛法迭代收敛步数比较

Table 1 　Height s of the elect ric potential peak and the

total iteration numbers using Broyden method and SOR

(Newton) method at different widths

势垒高度/ eV Broyden 算法 逐次超松弛法 (牛顿法)

1nm 0. 0078 3 3

3nm 0. 056 6 12

5nm 0. 108 11 69

7nm 0. 132 14 (β= 01 8) 26 (β= 015)

9nm 0. 132 16 (β= 1/ 3) 37 (β= 1/ 3)

图 5 显示了 Broyden 算法和逐次超松弛法迭代

收敛速度. 宽度为 1nm 时由于自建势垒很低 ,初始

解析解已经很理想 ,只需 3 步迭代就能收敛 ,因此没

有列入. 小于 7nm 时 ,Broyden 算法的松弛系数β=

1 ,和其对应的就是牛顿迭代法. 在宽度为 7nm 和

9nm 时 ,初始猜解离收敛结果差别较大 ,因此无论

是采用 Broyden 算法还是逐次超松弛法 ,松弛系数

β都不能等于 1 ,否则迭代将会发散. 可以观察到牛

顿迭代法和逐次超松弛法都是线性收敛 ,5nm 时的

收敛速度已经较慢. Broyden 算法以超线性收敛 ,20

步以内都可以完成自洽求解. 表 1 列出了两种算法

收敛步数的比较 ,Broyden 算法步数只有逐次超松

弛法 (牛顿法)的一半左右 ,自洽求解的时间复杂度

得以控制. 但 Broyden 算法收敛过程迭代误差并不

一定是单调递减的 ,图 5 中 7nm 和 9nm 时都出现过

短暂的振荡 ,如果连续出现迭代误差增大 ,累计一定

步数就应该执行算法第 (5)步 ,进行清零重置.
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图 5 　Broyden 算法 (实心黑点线)和逐次超松弛法 (牛顿法) 迭

代 (空心点线) 收敛速度对比 　松弛系数β≠1 时都在图中注

明.

Fig. 5 　Convergence behavior of the self2consistent so2
lution using Broyden method ( solid dot2line) and SOR

(Newton) method ( empty dot2line) 　Indications are

given whenβ≠1.

5 　结论

Broyden 算法本身具有空间复杂度和时间复杂

度较低的特点 ,在加速一维薛定谔方程和泊松方程

自洽的数值求解有良好的效果 ,相比逐次超松弛算

法 (牛顿法) ,收敛速度约是后者的一倍 ,收敛结果也

和后者一致 ,是一种在半导体器件量子模拟中很有

前途的算法.
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A Broyden Method for Self2Consistent Solution

of SchrÊdinger and Poisson Equations

Sun Lin , Yang Wenwei , Xiang Cailan , Yu Zhiping , and Tian Lilin

( I nstit ute of Microelect ronics , Tsinghua Universit y , B ei j ing 　100084 , China)

Abstract : A Broyden method ,which has been used in the device simulation domain ,is described and used to self2consistently

solve the elect ron density and elect ric potential of a 1D semiconductor quantum line. Result s are compared to those obtained by

the SOR method (Newton method) . The convergence rates of these two methods are also compared. The Broyden method yields

an accurate result s using fewer iteration steps. Thus the Broyden method can greatly accelerate the process of solving

SchrÊdinger and Poisson nonlinear equation systems.
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