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正弦平方势与形变超晶格系统的混沌行为
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摘要 : 假设超晶格“折沟道”对粒子的作用等效为形状相似的周期调制 ,利用正弦平方势把粒子运动方程化为具有

阻尼力和周期调制的非线性微分方程. 利用 Melnikov 方法分析了系统的全局分叉和它的混沌行为. 指出了超晶格

沟道效应的无规现象与系统混沌的相关性.
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1 　引言

随着人类认识能力的不断提高 ,人们已经完成

或正在完成从线性到非线性再到复杂性的认识. 凝

聚态物理中的非线性问题是一类十分普遍而重要的

问题 ,比如热膨胀、热导率、晶格动力学、非线性光学

和半导体光电磁效应等都表现出明显的非线性特

征.非线性系统的一个重要特征就是它的振幅和相

位都是时间相关函数. 对于大参数 ,系统还表现出另

外一些特征 ,比如在参数变化的某个范围内 ,系统将

出现级联分叉 ,而后进入混沌状态 ,表现出特有的内

在随机性. 这种随机行为的特点是系统存在一个奇

怪吸引子. 弱钉扎的电荷密度波系统和超晶格的粒

子动力学系统就表现出了这种湍流行为.

随着加速器技术的发展 ,人们对带电粒子与物

质的相互作用进行了广泛而深入的研究. 带电粒子

的沟道效应和沟道辐射便是人们发现的重要现象之

一.由此发展起来的沟道技术在固体物理和原子核

物理中得到了广泛应用 ,而且成功地研究了形 (应)

变超晶格[1 ] ,并成为活跃的研究领域. 由于超晶格

特殊的几何结构 ,引起了人们对它的兴趣.

比如选择 GaP 作基片 ,沿 [ 100 ]方向生长等厚

的 GaP 和 GaAs x P1 - x薄层 ,由于在生长方向上晶格

失配 ,沿生长方向的各层将交替产生伸长和压缩形

变 ,导致 (110)平面沟道偏折 ,使直沟道变成了锯齿

状的“折沟道”. 这种沟道的特点是在界面处沟道平

面连续 ,一阶导数不存在. 由于超晶格具有特殊的层

状结构 ,可望用它把沟道辐射改造为 X 激光或γ激

光 ,从而开辟超晶格材料应用的新领域 ;由于超晶格

材料的组分和层厚等均可以人为控制 ,可望得到均

匀半导体材料所不具有的光电特征. 注意到超晶格

的光电性质与它的形变参数有关 ,本文利用我们曾

经提出的正弦平方 ,解析地描述了带电粒子的沟道

效应和混沌行为 ,为超晶格的形变参数 ,进而为超晶

格光电性质的研究提供理论依据.

值得注意的是 ,粒子在 (110) 面沟道中运动时 ,

由于不断受到“折沟道”的作用 ,它的横向动量在界

面处发生突变 ,其效果等效于在直沟道中运动的粒

子受到如“折沟道”相似的相互作用势的调制. 文献

[2～4 ]对超晶格的位错动力学和粒子动力学问题作

过分析 ,本文进一步从一般运动方程出发 ,把“折沟

道”对粒子的作用等效为面沟道粒子受到与“折沟

道”形状类似的相互作用 ,利用我们曾经提出的正弦

平方势[5 ] ,把粒子运动方程转化为具有外周期调制

的非线性微分方程 ,并利用 Melnikov 方法分析系统

的全局分叉和出现 Smale 马蹄的临界条件.

2 　运动方程

选择自然坐标. 假设 z 是粒子沿沟道中心线方
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向的平衡轨道 , x 是粒子偏离平衡轨道的横向距离 ,

并假设粒子在 ( x , z ) 平面内运动. 注意到超晶格的

沟道不再是直沟道 ,而是呈锯齿状的折沟道 ,如图 1

所示. 我们假设粒子在折沟道中的运动行为可以等

效为粒子在直沟道中的运动 ,再加上如图 1 所示的

周期势作用. 于是 ,粒子运动方程可表示为

m 0γ
d2 x
d t2 + 2μ0

d x
d t

+
d V ( x)

d x
= χd W ( z)

d z
(1)

其中 　χ是折沟道与等效势之间的比例因子 ; z =

vt ( v 是粒子纵向运动速度) ; m 0 是粒子静止质量 ;

γ是相对论因子 ; V ( x ) 是直沟道中的粒子2晶体相

互作用势 ; W ( z) 是与折沟道相似的周期势. 对于薄

层等厚的超晶格 , W ( z ) 是以层厚 l 为周期的锯齿

形函数 ,且有∫
l

0
W ( z) d z = 0 . 利用我们曾经提出的

正弦平方势 ,可将 V ( x) 表示为[5 ]

V ( x ) = Kβ1sin2 (πx / dp) (2)

其中 　Kβ1 是势阱深度 ;β1 是势参数 ,且

K =πZ1 Z2 e2 N d2
p

而 dp 是相邻晶面间距 , Z1 和 Z2 是入射粒子和晶体的

原子序数 , e 是电子电荷 , Nd2
p 是晶体原子面密度.注意

到 W ( z)是 z 的周期函数 ,则 W ( z)可展开为

W ( z) = ∑
∞

p = 1
bpcos pωz (3)

其中

bp =
2
l∫

1
2

-
1
2

W (τ) cos
2πpz

l
d z (4)

ω =
2πv

l
mγ
U 0

(5)

再注意到 ,对于薄层等厚的超晶格 ,沟道轴的方向与

z 轴的关系呈锯齿状 ,我们假设调制函数 W ( z ) 也

具有相似形状 ,且可用函数表示为

W ( z) =

φ( l
2

+ z) , 　 - l ≤ z ≤0

φ(
1
2

- z ) , 　0 ≤ z ≤ l

(6)

其中 　φ是斜率. 将 (6) 式代入 (4) 式 ,可得

bp =

4φl
( pπ) 2 , 　p 为奇数

0 , 　p 为偶数

(7)

　　考虑到沟道粒子同晶体原子周围的电子云相互

作用而损失能量 ,单位长度上的能损为 2μ0
d x
d t

,其

中μ0 由文献[6～8 ]给出 ,且可表示为

图 1 　对于薄层等厚的超晶格 ,沟道方向呈锯齿状 ,调制函数

W ( z) 也呈类似形状.

Fig. 1 　Modulate function W ( z) and the channelling di2
rection of a superlattice with a toothed form

μ0 =
2πL re rp j Z2

2

eγ2 Aβ
(

c
v 3 ) 3 (8)

A 是靶原子量 ,且

re = e2/ 4πε0 m e c2

rp = e2/ 4πε0 mp c2

j = Z1 eneβc

L µ ln
λD ( v 3 / c) 2

2 Z2 re

(9)

其中 　re 和 rp 分别是经典电子半径和质子半径 ;

ne 是晶体的电子云密度 ; j 是粒子流密度 ; v 3 是粒

子和电子之间的相对热速度 ;λD 是 Debye 屏蔽距

离 ;β是无量纲的粒子速度 ; c 是光速.

将 (2) , (6) , (8) 式代入方程 (1) ,可得

d2ξ
dτ2 + sinξ = - αdξ

dτ -
χ
δ ∑

p = 1
bp pωsinΩτ (10)

其中

ξ = 2πx / dp ,τ =
2δ1/ 2

dp
t ,δ = 2π2 Kβ1/ ( Pv d2

p)

(11)

P = m v ,α = μ0/δ1/ 2 ,Ω = ωv dp/ (2δ1/ 2)

(12)

方程 (10) 是一个具有外周期力和阻尼力作用的摆方

程.

3 　系统的全局分叉与混沌行为

3 . 1 　无扰动系统的相平面特征

考虑方程 (10) 的无扰动情形

ξ
·

= ζ

ζ
·

= - sinξ
(13)

方程 ( 13 ) 描写了系统 ( 10 ) 的基本特征 , 相应的

Hamiltonian 量为
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h =
ζ2

2
+ (1 - cosξ) (14)

根据 h 的大小 ,相平面上的轨道可分为三类.

(1) 异宿轨道 h = 2 . 把相平面分为两个区域 ,相

应的解记为Πs ,且可表示为

Πs 　　
ξ = ±2arcsin ( thτ)

ζ = ±2sec hτ
(15)

±号分别对应上、下平面的两条异宿轨道 ,粒子沿这

条轨道运动的周期 T s 为无穷.

(2) 振荡型周期轨道 0 < h < 2 . 用 Π0 表示 ,且

可表示为

Π0 　　
ξ = 2arcsin (κsnτ)

ζ = 2κcnτ
(16)

式中 　κ= h/ 2 ; snτ和 cnτ是 Jacobian 椭园函数. 粒

子沿轨道 (16) 的运动周期

T0 = 4 K (κ) (17)

其中 　K (κ) 是第一类椭园积分. 当 h 单调增加时 ,

周期 T2 从 2π增加到无穷.

(3) 回转型周期轨道 h > 2 . 用 Πr 表示 ,且可表

示为

　

Πr 　　ξ = ±2arcsin ( sn
τ
κ′

) (18)

ζ = ±2
κdn

τ
κ′

(19)

式中 　κ′= 2/ h ; dnτ为 Jacobian 椭园函数 ;粒子沿

轨道 (18) 、(19) 的运动周期为

T r = 2κ′K (κ′) (20)

当 h 单调减少时 ,周期 T r 由零增加到无穷.

312 　异宿轨道的 Melnikov 函数

现在考察扰动系统 (10) ,取展开式第一项 ( p =

1)作为考察对象. 构造和计算异宿轨道 (15) 的 Mel2
nikov 函数[9～11 ]

M ± (τ0) =∫
∞

- ∞
ζ(τ) [ - αζ+β2sinΩ(τ+τ0) ]dτ

= 8α±2πβ2sec h (Ωπ/ 2) sinΩτ0 (21)

其中 　β2 = - χb1ω/δ. 系统的混沌临界值可表示为

β±
2c = ±4α

π ch (Ωπ/ 2) (22)

当|β2 | > | β+
2c | 时 , M + (τ0 ) 有简单零点 ,因此 ,在

Poincare 截面上双曲不动点的上支稳定流形与不稳

定流形出现横截异宿交点 ,这意味着系统 (10) 将出

现 Smale 马蹄.

当|β2 | = | β+
2c | 时 , M + (τ0) 有二阶零点 ,满足

(22) 式的参数 (α,β2 ,Ω) 为稳定流形与不稳定流形

发生二次异宿相切的参数值.

当|β2| < |β+
2c | 时 , M + (τ0) 无简单零点 ,即双曲

不动点的上支稳定流形与不稳定流形永不相交 ,扰

动系统 (10) 无 Smale 马蹄.

对于 (22) 式中取负号情形 ,可作类似讨论.

3. 3 　次谐振荡的 Melnikov 函数

由方程 (10)和 (16)可构造和计算如下形式的次

谐 Melnikov 函数

M m/ n (τ0) =∫
n T

0

0
ζ± (τ) [ - αζ+β2sinΩ(τ+τ0) ]dτ

(23)

=

16 ( E - κ′2 K)α, ( n > 1 , m 为偶数)

16 ( E - κ′2 K)α+ 4πβ2sec hΩK′sinΩτ0 ,

　　　　　( n = 1 , m 为奇数)

(24)

鉴于α≠0 时 ,恒有 M m/ n (τ0) ≠0 . 因此 ,只考虑 n

= 1 , m 为奇数的情况. 定义 m 阶次谐分叉的混沌

临界值

| β2c ( m ) | =
4α
π ( E - κ′2 K)αchΩK′ (25)

其中 　E 是第二类椭圆积分 ,而 K′= K (κ′) .

当|β2| > |β2c ( m ) | 时 , M m/ 1 (τ0) 有两个简单零

点 ,扰动系统 (10) 有两个振荡型次谐波解 ,其中一个

为鞍点型 ,另一个为结点型.

当|β2| = |β2c ( m ) | 时 , M m/ 1 (τ0) 有两阶零点 ,

满足方程 (25) 的参数 (α,β2 ,Ω) 应为 m 阶振荡型次

谐波鞍结分叉值.

当|β2| < |β2c ( m ) | 时 , M m/ 1 (τ0) 无简单零点 ,

扰动系统 (10) 不存在 m 阶振荡型次谐波解.

3. 4 　回转(穿透)型周期轨道的 Melnikov 函数

让我们考察具有周期 T2 (κ) =
2πm
Ωn

的回转型

周期轨道 (18) 和 (19) 式. 构造并计算出它的 Mel2
nikov 函数

M m/ n
± (τ0) =∫

n T
2

0
ζ± (τ) [ - αζ± (τ) +

　β2sinΩ(τ+τ0) ]dτ (26)

=

8 n Eκ- 1α, 　n > 1 , m 为自然数

8 Eκ- 1α±2πβ2sec hΩκK′sinΩτ0 ,

　　　n = 1 , m 为自然数

(27)
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定义一个混沌临界值

| β±
2c ( m ) | =

4 E
κπ chΩκK′ (28)

当|β2| > |β+
2c ( m ) | 时 , M m/ n

± (τ0) 有两个简单零点 ,

扰动系统 (10) 有两个位于双曲不动点上方的 m 阶

回转型次谐波鞍结分叉值 .

当|β2| = |β+
2c ( m) | 时 , M m/ n

± (τ0) 有两阶零点 ,

从而满足 (28) 式的参数 (α,β2 ,Ω) 为不动点上方的

m 阶回转型次谐波鞍结分叉值.

当|β2| < |β+
2c ( m) | 时 , M m/ n

± (τ0) 无简单零点 ,

因此扰动系统 (10) 不存在双曲不动点上方的 m 阶

回转型次谐波解.

对于 (28) 式取负号情形可作类似讨论.

4 　结果和讨论

受“锯齿状”周期调制的、具有弱阻尼的超晶格

系统作用 ,当参数满足条件 (25)和 (28)时 ,在相柱面

上出现两个马蹄. 当外场的振幅大于临界振幅时 ,系

统将经过无限次分叉进入混沌状态. 当人们用沟道

技术研究超晶格的形变参数和退道效应时 ,有时发

现本底增强 ,其原因除了与晶体结构、晶格振动和电

子多重散射有关外 ,还可能与超晶格系统的混沌行

为有关.
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Sine2Squared Potential and Chaotic Behaviour of Strained Superlattice

Deng Chengliang , Luo Shiyu , and Shao Mingzhu
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Abstracts : It is assumed that a periodic modulation is equivalent to deflecded channel of the superlattice. The particle motion equation

is reduced to the nonlinear differential equation with a damping term and a periodic modulation using sine2squared potential. The global

bifurcation and chaotic behaviours are analysed using Melnikov technique ,indicating that the random phenomenon of the channelling

effect of the superlattice are related to chaotic behaviours of the system.
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