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摘要 : MEMS 系统设计的节点分析法已经被成功地用于机械或机电耦合器件的仿真 ,但其无法用于热执行器中

热2电耦合问题的分析仿真. 本文提出一种通过傅里叶变换使用节点分析法动态分析仿真热执行器中热电耦合问

题的方法 ,并建立了热执行器中基本单元 ———梁单元的热电耦合模型. 这种模型的分析计算结果与有限元软件

ANSYS 吻合较好.
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1 　引言

随着 M EMS 系统复杂度的不断增加 ,设计过程

中分析仿真的难度也在不断增加 ,通常使用有限元

方法或者有限差分方法对具体的 M EMS 器件进行

仿真分析. 有限元方法具有精度高的优点 ,但是仿真

速度慢 ,建模时间长 ,更重要的是无法对 M EMS 系

统进行系统级的仿真. 目前 ,M EMS 系统级仿真通

常使用节点分析法[1 ] ,虽然节点分析法具有仿真速

度快、建模方便的优点 ,但是由于其本质上是一种集

总化的分析方法 ,所以到目前为止 ,还没有用于热分

布这一类问题的分布模型.

目前使用的热执行器 ,从运动方向可以分为垂

直于衬底和平行于衬底两种 ,垂直于衬底的热执行

器主要为双金属结构[2 ] ;而平行于衬底的热执行

器[3～7 ] ,虽然形状和结构变化较大 ,但总可以从中抽

象出简单的梁和锚点两个基本结构 ,绝大多数平行

于衬底运动的热执行器都可以由这两种基本结构组

合而成. 理想锚点的分析较为简单 ,此处不加赘述.

本文主要以梁结构为研究对象 ,建立其热电耦合节

点分析模型.

本文从最基本的传热方程出发 ,建立了梁的热

电耦合模型 ,并使用 MA TL AB 和 HSPICE 软件求

解所建模型 ,同时利用有限元软件 ANSYS 对计算

结果加以检验 ,结果验证了此方法的合理性.

2 　理论模型

2 . 1 　热电耦合梁单元基本方程

对于一长度为 l ,宽度为 w ,厚度为 b的梁 ,梁中

通以大小为 i ( t) 的时变电流 ,如果 l µ w ,且 l µ b,则

可以忽略梁的截面上的温度分布 ,将梁上的温度视

为在梁的长度方向上的一维分布 (下文称为一维传

热梁) . 同时仅仅考虑梁的上表面的对流传热 ,忽略

下表面与衬底之间的热交换 (作为近似 ,也可以用热

阻表示) ,这样关于梁上各部分相对于环境的温度

T ( x , t) 的瞬态传热方程为 :

ρcw b
5 T ( x , t)

5 t
- kw b

52 T ( x , t)
5 x2 = 　　　

- ( hw -
i2 ( t)ρ0ξ

w b
) T ( x , t) +

i2 ( t)ρ0

wb
(1)

其中 　ρ, c , k ,ρ0 ,ξ分别为梁材料的密度、定容比热、

环境温度下的电阻率和电阻率的温度系数 ; h 为对

流传热系数. 这里考虑忽略电阻率随温度变化的简
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单情况 ,方程 (1) 可简化为 :

ρcw b
5 T ( x , t)

5 t
- kw b

52 T ( x , t)
5 x2 =

- hw T ( x , t) +
i2 ( t)ρ0

wb
(2)

为了推导方便 ,令αp = k/ρc ,ξ= h/ kb , m =ρ0 / kw2 b2 ,

考虑梁两端的边界条件 ,则方程 (2) 表述为 :

1
αp

×5 T ( x , t)
5 t

-
52 T ( x , t)

5 x2 = - ξT ( x , t) + i2 ( t) m

T | x = 0 = φ1 ( t) , 　T | x = l = φ2 ( t)

(3)

此方程为非齐次偏微分方程 ,且方程的边界条件也

非齐次 ,为求解此方程 ,令 T ( x , t) = v ( x , t) + w ( x ,

t) ,其中 w ( x , t) =
φ2 ( t) - φ1 ( t)

l
x +φ1 ( t) ,方程 (3)

演变为[8 ] :

1
αp

vt - v xx +ξv = i2 ( t) m +λ1 ( t) x +λ2 ( t)

v | x = 0 = 0 , 　v | x = l = 0

(4)

其中 :

λ1 ( t) =
ξ[φ1 ( t) - φ2 ( t) ]

l
+
φ′

1 ( t) - φ′
2 ( t)

αp l

λ2 ( t) = - ξφ1 ( t) -
φ′

1 ( t)
αp

(5)

方程 (4) 解的基本形式为 :

v ( x , t) = ∑
∞

n = 1
Cn ( t) sin nπx

l
(6)

代入到方程 (4) ,得出 :

∑
∞

n = 0

1
αC′

n ( t) + ξ+
nπ
l

2

Cn ( t) sin nπx
l

=

i2 ( t) m +λ1 ( t) x +λ2 ( t) (7)

同时 ,将方程的右端在梁的长度方向 (即 x 坐标方

向) 上作周期性奇延拓 ,之后再对空间坐标 x 作空

间傅里叶变换 ,并将λ1 ( t) 和λ2 ( t) 代入 ,得 :

1
αp

C′
n ( t) + ξ+

nπ
l

2

Cn ( t) =

-
2

nαπ
φ′

1 ( t) +
2ξ
nπ
φ1 ( t) +

( - 1) n 2
nαπ

φ′
2 ( t) +

2ξ
nπ
φ2 ( t) +

[1 - ( - 1) n ]
2 i2 ( t) m

nπ
(8)

方程的初始条件为 :

Cn (0) =
2
l∫

l

0
T( x ,0) -

φ2 (0) - φ1 (0)
l

x - φ1 (0) sin nπx
l

d x

(9)

(6) 、(8) 、(9) 三式即为瞬态一维传热梁的传热方程.

通过以上的分析计算 ,将带有两个自变量的二阶偏

微分方程化为一系列的常微分方程 ,每个方程仅与

时间有关 ,而与空间坐标无关. 由于方程 (8) 的右端

是由空间傅里叶变换而来的 ,其值一般情况下都随

方程的阶数 n 的增大而很快减小 ,方程的解 Cn 随着

阶数 n 的增加而不断减小 ,因而在一定的精度要求

之下可以忽略某一阶数以上的方程 ,而只保留有限

项. 另外 ,一般情况下 ,梁的初始温度分布均匀且与

环境温度相等 ,这时 (9) 式中的边界条件为零. 这样

的常微分方程用许多常微分求解工具都可以求解 ,

而现有节点法模型的求解也都是基于常微分方程求

解工具的 ,在这一点上就可以将热电耦合一维传热

梁模型和现有的节点法分析模型统一起来.

2 . 2 　方程分析

方程 (8) 的右端是由空间奇延拓之后再作傅里

叶变换而来 ,流经梁上各个坐标点的电流值相等 ,在

经过奇延拓之后 ,梁的两个节点上的值都不连续 ,在

作傅里叶变换后会存在明显的吉布斯现象[9 ] ,节点

的温度分布同样如此 ,所以空间分布的各次谐波分

量随阶数增大的衰减相对较慢. 由于这个原因描述

一个一定精度的一维传热梁所需的阶数较多 ,且在

节点处的精度也相对较低 ,这是该方法的主要缺点.

梁上任意坐标的温度 T ( x , t) 都是函数 v ( x , t)

与 w ( x , t) 之和 ,而且 v ( x , t) 与 w ( x , t) 在坐标上任

意点均连续且可导. 流过梁的节点的热流量可以表

示为 :

f ( t) = ∑
∞

n = 0
f n ( t) (10)

对于左右节点分别有 :

f left ,0 ( t) = kw bw x (0 , t) = kw b
φ2 ( t) - φ1 ( t)

l

f left , n = kw bv nx (0 , t) =
kw bnπCn ( t)

l

(11)

f right ,0 ( t) = - kw bw x (0 , t) = kw b
φ1 ( t) - φ2 ( t)

l

f right , n = - kw bv nx (0 , t) =
( - 1) n+1 kw bnπCn ( t)

l

(12)

v ( x , t) 中的每一阶都对应于节点分析模型中的一个

子单元 , w ( x , t) 也对应于一个子单元 ,通过对 (8) 、

(11) 、(12) 式的分析 ,可以将这些子单元分为两类 :
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(1) 集总子单元 ,即 w ( x , t) ,这个单元将梁视

为一个简单的热阻 , R =
l

kw b
,温度在梁中呈线性分

布 ,除节点外与梁外界无热交换 ;

(2) 分布子单元 ,即 v ( x , t) ,根据 v ( x , t) 级数

中 n 的奇偶性 ,亦可将此单元分为两类 :

( Ⅰ) n 为奇数时 ,梁的左右节点的热流大小相

等 ,方向相反 (即同时流出或同时流入) ,且 (8) 式中

含电流的项不为 0 ,可将此类项视为梁中流过的电

流产生焦耳热和梁上各部分对外传热共同作用的结

果 ;

( Ⅱ) n 为偶数时 ,梁的左右节点的热流大小相

等 ,方向相同 (即从一端流入另一端流出) , (8) 式中

含电流的项为 0 ,梁中无焦耳热产生 ,可将其视为梁

两个节点的温度梯度作用的结果.

考虑联系梁两端所加电压和梁中流过电流的欧

姆定律 ,综合 (8) , (10) , (11) , (12) 式 ,即可建立热电

耦合一维传热梁的节点方程 ,每个节点的横越量有

节点电压和节点温度 ,流量有电流和热流量. 由于热

流量为 (8) , (11) , (12) 式中各阶的热流量之和 ,而在

各阶方程中使用相同的节点温度 ,很显然 ,各阶之间

的连接方式应该为并联. 同时因为热流项不是节点

温度的显式函数 ,而是有关热流的微分方程 ,故此节

点模型无法使用传统的节点法求解 ,必须使用改进

的节点法[10 ] .

3 　结果与讨论

3 . 1 　单个一维传热梁的仿真结果

本文使用 MA TL AB 编写了单个热电耦合一维

传热梁的仿真程序 ,并与 ANSYS 的仿真结果加以

比较. 实验中梁的几何参数为 l = 200μm ,b = 2μm , w

= 2μm. 梁的上表面与空气的对流系数为 1 ×104 W

·m - 2 ·℃- 1 ,不考虑下表面与衬底之间以及结构

各部分之间的传热 , 不考虑辐射传热 , 密度为

2330kg ·m - 3 ,电阻率为 113 ×10 - 5Ω·m - 1 ,热导率

为 131W ·m - 1 ·℃- 1 , 比热容为 700J ·kg - 1

·℃- 1 ;环境温度为 0 ℃,梁的初始温度分布均匀且

与环境温度相等.

实验 1 ,梁中无电流通过 ,梁左端温度固定于

0 ℃,右端在 1ms 的时间内从 0 ℃开始均匀地上升到

300 ℃. 分别对距梁左端 50 ,100 和 150μm 三点的温

度变化使用 MA TL AB 和 ANSYS 进行仿真 ,其中

MA TL AB 程序对一维传热梁取 10 阶精度 , AN2
SYS 中的选取 SOL ID69 单元 ,仿真结果如图 1 所

示.

图 1 　实验 1 中各坐标温度随时间变化曲线

Fig. 1 　Temperature versus time in the 1st simulation

实验 2 ,梁两端的温度固定于 0 ℃,0 时刻在梁

的两端施加 3V 的理想阶越电压. 分别对距梁的左

端 30 ,60 和 100μm 三点的温度变化使用 MA TL AB

和 ANSYS 进行仿真 ,其中 MA TL AB 程序对一维

传热梁取 10 阶精度 , ANSYS 中的选取 SOL ID69

单元 ,仿真结果如图 2 所示.

图 2 　实验 2 中各坐标温度随时间变化曲线

Fig. 2 　Temperature versus time in the 2nd simulation

由以上的试验结果可以看出 ,使用本文所提模

型的计算结果与有限元软件的计算结果吻合较好.

但是在梁从初始温度开始上升时 ,梁上的温度分布

对空间坐标的二阶导数较大 ,因而产生的空间高次

谐波分量较大 ,而模型只取了有限项进行计算 ,因而

与有限元软件的计算结果的偏差相对较大 ;而在温

度逐渐趋向稳定之后 ,产生的空间高次谐波分量较

少 ,所以精度更高一些.

465



第 3 期 黎仁刚等 : 　热电耦合微执行器温度分布的节点分析法

312 　基本热执行器仿真结果

图 3 中的基本热执行器几何尺寸为 : l =

240μm , lc = 200μm , lf = 40μm , wh = 2μm , wc =

10μm , g = 2μm. 上表面与空气的对流系数为 104 W

·m - 2 ·℃- 1 ,不考虑下表面与衬底之间以及结构

各部分之间的传热 , 不考虑辐射传热 , 密度为

2330kg ·m - 3 ,电阻率为 113 ×10 - 5Ω·m - 1 ,热导率

为 131W ·m - 1 ·℃- 1 , 比热容为 700J ·kg - 1

·℃- 1 ;环境温度为 0 ℃,梁的初始温度与环境温度

相同 ,两个锚点中的一个接地 ,另一个在 0 时刻施加

5V 理想阶越电压. 在 HSPICE 软件上使用节点法

对基本热执行器结构进行分析. 实验中 HSPICE 软

件计算过程中对一维传热梁取 10 阶精度 ,ANSYS

仿真中使用 SOL ID69 单元建模 ,下图是 ANSYS 瞬

态分析仿真结果和 HSPICE 瞬态仿真结果.

图 3 　(a)基本热执行器示意图 ; (b)热执行器节点示意图

Fig. 3 　(a) Basic thermal actuator ; (b) Node st ructure

of basic thermal actuator

由图 4 可见 ,使用 HSPICE 软件计算的结果和

ANSYS 的计算结果的相对误差控制在 5 %以内 ,其

中误差最大的节点为节点 2 ,究其原因是因为交于

节点 2 的两根梁 (梁 2 和梁 3) 的宽度相差较大 ,在

节点处实际的温度不能再视作一维分布 ,而必须考

虑其二维分布 ,所以使用节点法所产生的误差会相

对稍大一些.

此外 ,将图 4 与图 2、图 3 的数据相比较 ,图 4

的精度明显比图 2、图 3 低 ,这是梁两端的电流和温

度分布值作空间傅里叶变换的吉布斯现象造成的 ,

在梁的两端傅里叶变换的误差最大 ,而在梁的内部

误差相对小一些 ;另一方面 ,多根梁之间误差的相互

叠加和积累也是造成误差增大的原因.

图 4 　基本热执行器温度阶越响应

Fig. 4 　Temperature versus time : the step response of

basic thermal actuator

4 　结论

本文提出了一种使用节点法计算热电耦合热执

行器上温度分布的方法 ,在 MA TL AB 和 HSPICE

软件上实现其算法 ,并将这两种软件的计算结果和

有限元软件 ANSYS 的计算结果加以比较 ,证实这

种方法有两个优点 : (1) 精度较高 ,最大误差可控制

在 5 %以内 ; (2) 速度快 ,在同一台计算机上 ,完成基

本热执行器节点的瞬态温度分布计算 , HSPICE 使

用的时间为 0194s ,而 ANSYS 软件的计算时间在

5min 以上. 因而 ,此方法可以为热执行器的设计提

供参考.
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