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摘要： 利用变分法计算了矩形量子线和量子阱中类氢杂质束缚能的度规法则和维里定理值．计算结果表明：的确存
在一个参数（杂质有效玻尔半径） 可用来完全确定束缚能的值，而不必考虑截面的形状和尺寸；体系的维里定理值
并不等于常数，而是随杂质有效玻尔半径变化，在阱宽较小和较大时，维里定理值都趋于2．

关键词： 度规法则；维里定理；量子阱；量子线；杂质
PACC：7865；7320D；7115P
中图分类号： O471.1   文献标识码： A    文章编号：0253-4177（2002）09-0925-05

1 引言

在实验上，随着晶体生长技术（如化学气相淀
积、液相外延及分子束外延等） 的发展，人们可以制
备出尺寸与电子的德布罗意波长相比拟的半导体低

维量子结构，此时必须考虑量子尺寸效应，其影响到
半导体材料中电子的物理性质．在过去的十几年
中，低维半导体异质结构（量子阱、量子线）中的类氢
杂质得到了大量的研究，内容主要集中在低维结构
的尺寸对杂质态束缚能的影响［1～11］．最近，Rossi等
人［12］通过求解推广的布洛赫方程，研究了在横截面
为 V 形和 T 形的量子阱线内激子的束缚能，在定义
了有效激子玻尔半径的条件下，得出量子阱线中激
子的束缚能随激子有效玻尔半径的变化与截面形状

无关，仅与激子有效玻尔半径有关；且对于相同的激
子有效玻尔半径，量子线中的激子束缚能要大于量
子阱中束缚能．由此提出了度规法则：激子的束缚能
只是激子有效玻尔半径的函数，量子阱线的尺寸和
形状对束缚能的影响表现为束缚能对激子有效玻尔

半径的相关性．他们将这种结果归因于在量子阱中
的维里定理值等于常数2，而量子线中的维里定理
值等于常数4．后来，张勇等人［13］采用变分法计算

了无限深量子线（圆形、方形截面） 中激子束缚能的
度规法则及维里定理．他们的结果表明：度规法则
确实存在，但维里定理值并非常数，而是随激子有效
玻尔半径变化而变化，这与文献［12］的结论完全不
同．

本文基于以上对激子问题的研究，讨论了量子
阱、矩形量子线中类氢杂质态束缚能的度规法则及
维里定理值．因为杂质态是激子中空穴的质量为无
限大的极限情况，所以对类氢杂质体系应存在相似
的能量度规法则．我们采用变分法计算了无限深量
子阱和矩形截面量子线中杂质态的束缚能，并考虑
了矩形截面不同长宽比的情况．类似地定义了杂质
有效玻尔半径 aim＝〈1／r 〉－1，对类氢杂质的计算结
果表明，在量子线中同样存在不依赖于截面形状与
尺寸的度规法则，结果与文献［13］的结论非常一致．
同时我们还计算了维里定理值随杂质有效玻尔半径

的变化情况，发现我们的结果比文献［12］和［13］的



结论更合理，在讨论维里定理值问题上对文献［13］
作出了重要补充．

2 模型与计算

为简单起见，我们考虑势垒为无限大的情况，假
定类氢杂质位于量子阱（线） 的中心．在有效质量近
似下，体系的哈密顿为

H ＝ p→22m*e － e2
εr ＋ V0 （1）

其中对量子线

V0（ x ，y ） ＝
0，｜x｜＜ L x ／2，｜y｜＜ L y ／2
∞，其它区域

（2）
对量子阱

V0（ z ） ＝
0，｜z｜＜ L ／2
∞，其它区域

（3）
其中 m*e 是电子的有效质量；ε为介电常数；r ＝

x2＋y2＋z2是电子与施主杂质离子间的距离．若
采用玻尔半径 a* ＝ ε●2／m*e e2和 Rydberg 能量 R*y
＝ e2／2εa*分别为长度单位和能量单位，则体系的哈
密顿可简化为

H ＝－∇2 －2r ＋ V0 （4）
显然方程（4）不存在解析解，在此采用变分法求解，
我们选基态波函数如下：
对量子线［2，9］

ψ（ r→） ＝ N1cos（ π
L x

x ） cos（ π
L y

y ） e－λ1r （5）
对量子阱

ψ（ r→） ＝ N2cos（ π
L z ） e－λ2r （6）

其中 N1（ N2）是归一化常数；λ1（λ2）为变分参数．类
氢杂质的基态能为

E （λ） ＝∫ψ*H ψdτ
∫ψ*ψdτ （7）

  将以上（4） 、（5）和（6）式分别代入（7）式，根据变
分理论，对 E （λ）求极小值，从而得到杂质的基态能，
即杂质电子的束缚能为

E b（ wire） ＝ E11 － minE （λ1） （8）
E b（ well） ＝ E1 － minE （λ2） （9）

其中 E11 ＝ π2
L2x ＋ π2

L2y ， E1 ＝ π2
L2

在以上理论模型的基础上，我们计算了量子阱、

矩形量子线（考虑了三种不同的长宽比γ＝L y ／L x ＝
1，2，3）中杂质的束缚能，在图1中给出了束缚能随
阱宽的变化曲线．

类似于文献［12］ 和文献［13］，我们定义杂质有
效玻尔半径

aim ＝ 〈1／r〉－1 （10）
将束缚能随杂质有效玻尔半径的变化曲线绘于图3
（ 此处及全文中〈…〉表示在杂质基态的期待值）．同
样得出势能与动能的平均值：〈V 〉＝〈－2／r 〉和〈K 〉
＝〈H 〉－〈V 〉－E e．维里定理值即为势能与动能的
比值－〈V 〉／〈K 〉．又因为 E b＝E e－min〈H 〉，所以有
〈K 〉＝－〈V 〉－E b，其中〈V 〉＝－2aim－1．

我们选取 GaAs 材料中的参数如下：ε＝12.58，
m*e ＝0.0665m0［9］，m0是自由电子的质量，从而得到
长度单位及能量单位的值为 a*≈10nm，R*y ≈
5.72meV．

3 结果与讨论

图1给出矩形量子阱线中杂质束缚能随线宽
L x 的变化曲线，其中不同的曲线对应不同线宽截面
的长宽比γ＝L y ／L x ．从图1我们可以看到：当 L x→0
或 L x→∞时，不同长宽比的量子线中杂质束缚能变
化趋势相同，其原因是我们采用了无限深势阱的模

图1 不同截面长宽比时束缚能随阱宽的变化

Fig．1 Binding energy as a function of w ire
w idth L x for three different section ratios

型．当 L x→0时，电子由于势阱的限制，受到杂质离
子强烈的束缚，因而 E b 趋于无穷大；当 L x→∞时，
量子线接近于体材料，势阱的限制几乎不影响束缚
能的大小，且 E b→R*y ．在这两种极限情况下，不同
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的长宽比截面几乎对束缚能不产生影响．但是对于
中间尺寸，L x 固定，γ越大（即 L y 越大），E b 越小．因
为电子在截面尺寸稍大的阱线中受到的束缚要弱一

些．我们将所得结果与文献［9］（不加电场时） 的几
个特定阱宽的结果作了比较（见表1），可以看出它
们符合得很好．

表1 量子阱线中的杂质的束缚能与文献［9］的比较 
E b 和 E ′b 分别为本文和文献［9］的结果．

T able 1 Binding energy in rectangular w ires
compared to Ref．［9］ E b and E ′b denote the re-
sults of this paper and Ref．［9］，respectively．

γ＝L y ／L x 1 2
L x ／a* 0.5 1.0 1.0
E b／R*y 7.126 4.518 3.515
E b′／R*y 7.153 4.538 3.508

图2给出在三种不同长宽比的矩形量子阱线中
杂质有效玻尔半径 aim随阱宽 L x 的变化曲线．随着
L x 的增大，aim也逐渐增加，但二者并不呈线性关系．
随着 L x 的增加，aim逐渐趋近于 a*（体材料中杂质的
玻尔半径）．对于 L x 一定，γ值大，aim要稍大一些．与
图1中阱宽变化时，束缚能与有效玻尔半径的变化
趋势相反，这是由于 aim实际上表示电子的平均运动
范围，aim增大，电子运动范围大一些，从而受到杂质
离子的束缚弱一些，相应地束缚能减小．

图2 杂质有效玻尔半径随阱宽的变化

Fig．2 Impurity effective Bohr radius aim versus
w ire w idth L x for different section ratios

图3是量子阱和量子线中杂质束缚能随着杂质
有效玻尔半径 aim的变化曲线．可以看到：对于三种

不同长宽比的矩形量子阱线情况，三组数据几乎落
在同一曲线上，这说明束缚能仅由杂质的有效玻尔
半径决定，对于杂质体系同样存在束缚能的度规法
则：E b 不依赖于量子线截面的尺寸，只与杂质的有
效玻尔半径 aim有关．同时对于相同的 aim，线中杂质
束缚能要大于阱中的束缚能．因此，可用杂质有效玻
尔半径 aim作为一个标识束缚能的特征参数，杂质束
缚能随 aim的变化体现了量子线截面的不同尺寸对
束缚能产生的影响．尽管所采用的量子线截面形状
和尺寸不同，我们的结论仍与文献［12］和［13］是一
致的．

图3 量子阱和量子线中束缚能随杂质有效玻尔半
径的变化

Fig．3 Binding energy as a function of the
impurity effective Bohr radius in quantum
w ell and w ires

图4给出了维里定理值随杂质有效玻尔半径的
变化情况．维里定理值的变化范围是从2.0到4.2，
在某一特定的 aim值上维里定理值存在极大，这一结
果明显不同于文献［12］ （ 直线） 和文献［13］ （ 无极
值）．对相同的杂质有效玻尔半径，量子线中的维里
定理值大于阱中的，并且对于一定的 aim，γ越大，量
子线中的维里定理值越小，对此我们给出以下物理
分析．

在理想的一维、二维、三维结构中，对于杂质体
系，只存在电子和施主离子间的平方反比库仑力，根
据维里定理2〈K 〉＝〈 r→·∇V 〉［14］，很容易得到－
〈V 〉／〈K 〉＝2．而由于同时存在势阱的限制时，维里
定理值仍为常数显然不合理．当杂质有效玻尔半径
从0变化到 a*，量子线从纯一维变化到体结构（三
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图4 量子阱线中维里定理值随杂质有效玻尔半径
的变化

Fig．4 Virial theorem value versus impurity
effective Bohr radius in quantum w ell and
w ires

维），在这两种极限情况下，维里定理值应趋于2，正
如图4所示．因此文献［12］中的量子线中维里定理
值为常数4并不能反映实际的物理图象，只能是一
种特殊的情况．文献［13］中的结果是维里定理值随
激子玻尔半径单调增加，其原因主要是他们选用变
分波函数时，忽略了限制方向与非限制方向的耦合，
而这种耦合只能在阱宽较窄时才能忽略不计［15］．

对于一定的有效玻尔半径，量子线中的维里定
理值要大于量子阱中的值，我们可以从杂质有效玻
尔半径的定义来分析．若以 aim作为变量，则在两种
结构中维里定理值的不同就体现在〈K 〉的差别上，
因为 aim＝〈1／r〉－1＝－2〈V 〉－1一定，〈V 〉就固定．对
一给定值 aim，在量子线中电子和施主离子在非限制
方向上的分离要大于阱中的情况［13］，又由于〈K 〉的
大小与分离距离成反比，所以阱中的的平均动能要
大于线中的平均动能，从而线中的维里定理值
－〈V 〉／〈K 〉要大于阱中的维里定理值．同理，对于
不同长宽比截面的量子线，γ较大时，〈K 〉也较大，
因而相应的维里定理值要小．

4 结论

本文采用变分法计算了无限深量子阱和量子线

中杂质态的束缚能，讨论了量子阱线中不依赖于截
面尺寸的能量度规法则，即杂质的束缚能仅与杂质
有效玻尔半径有关，截面尺寸变化对束缚能的影响
可归结为杂质有效玻尔半径的变化对束缚能的影

响．同时还讨论了体系的维里定理值随有效玻尔半
径的变化情况，由于考虑了限制方向与非限制方向
的耦合，所得结果比前人工作更合理．
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